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RESUMO

O comportamento dinamico de uma estrutura, submetida a acéo de um carregamento
movel, tem sido abordado por diversas &eas da engenharia. Apesar da crescente
complexidade que vem se atribuindo a estrutura, pouco tem se acrescentado no que diz
respeito ao carregamento. De uma maneira geral os trabalhos disponiveis apresentam modelos
onde a carga é simples e constante.

Neste trabalho, procura-se analisar interacdo de uma estrutura, representada por uma
viga ou por uma placa, com um carregamento moével oriundo de um subsistema que possua
uma dindmica propria. O efeito de paré@metros importantes do subsistema, como por exemplo,
sua velocidade, sua trgjetéria e suas caracteristicas mecanicas, sdo levados em consideracéo
na andlise da resposta da estrutura. S8o apresentados resultados de simulac&o para a validagéo
do procedimento, com o intuito de destacar a importancia de um modelo que considere o

comportamento global do sistema.



ABSTRACT

In several fields of engineering it has become of increasing interest to study the
dynamic behavior of structures under moving loads. Simplifications have commonly been
introduced by assuming the moving load as a moving force.

The present contribution presents a study of the interaction between a structure,
represented by a beam or a plate, and a moving load originated from a mechanical subsystem.
The effect of some important parameters of the mechanical subsystem in the structural
response, is taken into account. Some results is shown to emphasize the significance of a

model which considers the global behavior of the entire system
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CAPITULO 1
INTRODUCAO
1.1 - POSICIONAMENTO

O comportamento dindmico de uma estrutura submetida a um carregamento mével
vem sendo investigado desde a construcéo das primeiras pontes para estradas de ferro no
comeco do seculo XIX. O interesse por essa classe de problemas surgiu quando se observou
gue, em uma determinada estrutura, o desocamento dindmico proporcionado por um
carregamento mével eramaior do que o deslocamento estético maximo.

Apesar de sua motivacdo origina, o problema de cargas moéveis, atuamente, vem
sendo abordado por diversas &reas da engenharia. Suas aplicagcdes incluem a andlise da
interacdo entre veiculo e estrutura (pontes, viadutos e ferrovias) e o estudo do comportamento
dindmico de maguinas operatrizes, fuselagens de avibes, cascos de submarinos e discos
rigidos de computador.

Diferentes aspectos do problema em questéo foram investigados ao longo das Ultimas
décadas. Timoshenko!, Biggs® e Warburton® apresentaram solugdes analiticas para a equagio
diferencial de governo de uma viga Bernoulli-Euler submetida a uma carga mével simples e
constante.

Considerando o efeito do cisalhamento e da inércia rotatéria do modelo estrutural,
Achembach e Sun” analisaram o comportamento de uma viga de Timoshenko infinita apoiada
em uma fundaco elastica, quando atravessada por uma carga mével. Jahanshahi e Monzel® e
Adler e Reismann®, utilizando a teoria de Mindlin para placas, incorporaram 0s mesmos
efeitos, para 0 caso de uma placa infinita sob a acéo de um carregamento mével distribuido
em linha, perpendicular a sua trajetoria. Todos estes trabal hos, entretanto, ndo consideraram a
resposta transiente da estrutura.

Como em muitas outras aplicacOes da engenharia, o conhecimento da resposta
transiente é de grande relevancia para que se possa entender o comportamento real de uma
estrutura. Ao andlisar 0 regime transiente de vigas e cascas submetidas a carregamentos
moveis, Steele’ descobriu que a simplificacéo de se considerar apenas o regime permanente,
induzia a conclusbes erréneas. Portanto, para o perfeito entendimento deste fenémeno, €
preciso gque se conhega a resposta dindmica em toda a estrutura, e a cada instante.



Outra limitacdo presente em todos os trabalhos supracitados, é que o carregamento
adotado é sempre constante. Para a andlise da interacdo entre veiculo e estrutura, por exemplo,
esta simplificacdo € perfeitamente aceitavel quando o peso do veiculo é pequeno se
comparado ao da estrutura.

Com o desenvolvimento de novos materiais e 0 crescimento dos transportes urbanos
de massa, pontes e viadutos tém se tornado cada vez mais esbeltos, ao passo que Gnibus e
trens, por suavez, tornam-se mais pesados. Devido a esse aumento da relacdo entre o peso do
veiculo e 0 peso da estrutura, para que um modelo represente bem esta interacdo, a dinamica
veicular precisa ser considerada. Essa necessidade, porém, esbarra na dificuldade de se
considerar, em um mesmo modelo, subsistemas de parémetros distribuidos e concentrados
gue intergjam entre Si.

Em 1976, utilizando a técnica dos grafos de ligagdo, Margolis® apresentou um
procedimento para a andlise dindmica de um veiculo trafegando sobre uma ponte. Neste
trabalho a ponte foi representada através de suas autofuncdes e fregliéncias naturais, enquanto
o veiculo foi modelado como corpo rigido apoiado sobre sua suspensdo. A dindmica do
sistema completo pode, entdo, ser estudada.

Estendendo esta metodologia para a andlise de modelos estruturais bidimensionais, Da
Silva e Bessa®, andlisaram a interagdo entre uma placa e um carregamento oriundo de um
subsistema mecanico em movimento.

Entretanto, a modelagem do subsistema estrutural através de suas autofuncdes, implica
gue a solugdo analitica da equacado diferencia parcial de governo sgja previamente conhecida.
Isto traz uma limitagdo para a modelagem de estruturas com condi¢des de contorno mais
complexas.

Com o desenvolvimento e difusdo de computadores digitais com maior capacidade de
armazenamento e maior velocidade de processamento, tornou-se viavel a utilizacdo de
ferramentas computacionais e métodos numéricos mais elaborados. O método dos elementos
finitos, particularmente, tem se mostrado eficaz na representacdo de model os estruturais com
elevado grau de complexidade.

Varios autores utilizaram esta metodologia para estudar o problema de cargas moéveis.
Lin e Trethewey'® analisaram o comportamento de uma viga Bernoulli-Euler interagindo com
sistemas dinamicos de um e dois graus liberdade. Considerando apenas uma carga simples,
Thambiratnam e Zhuge' investigaram o caso de uma viga apoiada em uma fundaco eléstica,



enquanto Taheri e Ting'® apresentaram um modelo para a andlise de uma placa com
condicdes de contorno arbitrarias.

Apesar da eficécia proporcionada pelo método dos elementos finitos na modelagem do
subsistema estrutural, a principal dificuldade permanecia na complexidade matemética de se
analisar suainteracdo com um subsistema de parametros concentrados.

Aliando as vantagens do método dos elementos finitos a versatilidade e modularidade
da técnica dos grafos de ligagdo, Da Silva™ apresentou um procedimento para a
representacdo de uma estrutura que interaja com subsistemas de natureza fisica distinta. Uma
aplicacdo proposta consistia na andlise de um veiculo com quatro graus de liberdade
trafegando sobre uma viga com apoios intermediérios.

Deste modo, diferentes modelos estruturais podem ser analisados devido ao
procedimento generalizado e, através da modularidade possibilitada pela técnica dos grafos de
ligagdo, pode-se, ainda, acoplar subsistemas mecénicos com diferentes graus de
complexidade.

Nos Ultimos anos diversos autores propuseram-se a investigar o problema de cargas

as'#151617,18,19.2021,22.23.242526 * Anecar da crescente complexidade que vem

maoveis em estrutur
sendo atribuida a0 modelo estrutural, o carregamento continua sendo tratado como uma carga
simples e constante.

O objetivo deste trabalho esta no estudo da interacéo de uma estrutura, representada
por uma viga ou por uma placa, com um carregamento mével oriundo de um subsistema que
possua uma dindmica prépria. A estrutura € modelada pela andlise modal ou pelo método dos
elementos finitos, sendo estes modelos devidamente representados através dos grafos de
ligacdo, para possibilitar 0 seu acoplamento a um subsistema mecénico, modelado por esta
técnica. O efeito de parémetros importantes deste subsistema, como por exemplo, sua
velocidade e suas caracteristicas mecéanicas, sd0 levados em consideragdo na andlise da

resposta estrutural .
1.2-DESENVOLVIMENTO
O presente trabalho esté dividido em sei's capitul os.

No Capitulo 1, apresenta-se a evolucdo dos modelos destinados a andlise do problema

de cargas méveis, assim como a importancia de determinados aspectos que devem ser



considerados, e que constituem a principal motivacéo deste trabalho. Apresenta-se, também, a
organizacao do corpo da dissertacéo.

O Capitulo 2 trata da modelagem de estruturas submetidas a carregamentos moveis
quando se conhece a solucdo andlitica da equacdo diferencial parcial de governo. Neste
capitulo aborda-se a representacdo de vigas e placas a partir de seus modos de vibrar e
fregliéncias naturais.

O Capitulo 3 apresenta a andise de uma viga discretizada pelo método dos elementos
finitos e representada por grafos multiligacdo. Compara-se os resultados obtidos por este
modelo numérico com resultados provenientes da bibliografia. Ainda neste capitulo,
investiga-se a influéncia de diversos parametros do subsistema mecénico na resposta da
estrutura.

No Capitulo 4, estende-se a utilizacdo desta metodologia para 0 estudo do
comportamento de um modelo estrutural bidimensional, representado por uma placa com
condi¢bes de contorno arbitrérias. Compara-se os resultados obtidos com os resultados de
model os simplificados disponiveis na literatura.

O Capitulo 5 apresenta alguns modelos mais sofisticados, especificos para a andise da
interacdo veiculo estrutura. Ressalta-se, através destes model os, as vantagens de se utilizar um
procedimento generalizado e modular na representacdo de um sSistema de maior
complexidade.

No Capitulo 6 sdo apresentados os comentarios finais e as conclusdes, assim como
sugestdes para 0 desenvolvimento de futuros trabal hos na area.



CAPITULO 2

MODELAGEM DO PROBLEMA DE CARGASMOVEISATRAVESDA TECNICA
DOS GRAFOSDE LIGACAO UTILIZANDO AS FREQUENCIASNATURAISE AS
AUTOFUNCOES DA ESTRUTURA

2.1-INTRODUCAO

A resposta de estruturas submetidas a carregamentos méveis tem, nas Ultimas décadas,
despertado 0 interesse de diversas &eas da engenharia. O desocamento dindmico
proporcionado por uma carga em movimento pode superar em até 75% o deslocamento
estético maximo®> 1% %",

Apesar de varios modelos terem sido sugeridos para o estudo desta classe de
problemas, a grande maioria representa o carregamento mével através de uma carga simples
e constante. Em alguns casos, como na andlise de veiculos pesados trafegando sobre pontes e
viadutos, esta simplificagdo ndo € apropriada, pois necessitase de um subsistema que
represente a dindmica veicular.

A técnica dos grafos de ligacéo tem se mostrado eficiente na solucéo de sistemas que
envolvam solicitacfes dinamicas, inclusive quando hd interaco entre subsistemas de natureza
distinta®® ?°. Deste modo, esta técnica torna-se perfeitamente aplichvel ao estudo do
comportamento de uma estrutura, modelada como sistema continuo, quando submetida a um
carregamento moével proveniente de um subsistema modelado a partir de parémetros
concentrados.

O Apéndice A apresenta os conceitos fundamentais da técnica dos grafos de ligacéo,
destacando os elementos bésicos e a metodologia para a obtencdo do modelo matemético
representativo de um sistema dinamico.

A abordagem do problema de cargas méveis em uma estrutura, via grafos de ligacao,
foi proposta por Margolis® em 1976. Neste trabalho, foi apresentado um procedimento para o
estudo da interacdo de um veiculo com uma ponte. Uma viga Bernoulli-Euler com apoios
intermediarios e modelada a partir de sua autofuncdes foi utilizada para representar a ponte.

Embora o procedimento de modelagem proposto por Margolis® tenha sido
demonstrado para uma viga, devido a caracteristica generalizada da técnica dos grafos de

ligacéo, esta metodologia pode ser utilizada para outras estruturas. Para que isto seja possivel,



basta que as freqiéncias naturais e os modos de vibragdo da estrutura sgjam definidos
corretamente.

Neste capitulo, apenas como introducdo ao problema de cargas moéveis, 0 modelo de
viga é revisto no Item 2.2. No Item 2.3, este procedimento € ampliado para a andlise do

comportamento dinamico de uma placa submetida a um subsi stema mecanico em movimento.
2.2 - CARGASMOVEIS SOBRE VIGAS

Devido sua origem cléssica na andlise dindmica de pontes ferroviarias (estruturas que
podem ser aproximadas com grande precisdo por modelos unidimensionais), alguns autores
apresentaram solucgdes analiticas para a equacdo diferencial parcia de governo de uma viga
Bernoulli-Euler submetida a uma carga mével simples e constante™ 3. Esta equac&o pode ser
expressa, em termos de seu deslocamento transversal w(x,t), por:

1w i A‘ﬂzw

El
x* 7 qt?

=FOd (x-vt) (2.1)

onde E, I, ry e A sdo respectivamente, 0 médulo de elasticidade, 0 momento de inércia, a
massa especifica e a area da se¢do reta da viga, e v é a velocidade do carregamento e
d (x-vt) éaFuncdo Generalizada de Dirac .

Entretanto, sistemas que apresentem um forcamento F(t) proveniente de um

subsistema mecanico, conforme ilustrado na Figura 2.1, dificultam a obtencdo de solucoes
analiticas para 0 modelo global.

FIGURA 2.1: Viga bi-apoiada submetida a um oscilador movel.



Uma alternativa interessante para 0s casos em que se conhega apenas a solucdo da
parte homogénea da Equacdo 2.1, esta na utilizacdo de um procedimento baseado na técnica
dos grafos de ligacdo, proposto por Karnopp et alli?®, que representa a estrutura através de
seus modos de vibragao.

Considerando, como na Figura 2.1, uma viga smplesmente apoiada em suas duas
extremidades, tanto os deslocamentos, quanto os momentos, em X = 0 e x = L serdo nulos.
Estas condi¢bes de contorno sdo expressas matematicamente, em funcdo do deslocamento

transversal w(x,t) e suas derivadas, nas equacOes que se seguem:

w(0,t)=w(L,t)=0 (2.2)
1w(o.t) _ 1°wL.t) _ (2.3)

Ix X

Assm, para uma viga com estas condi¢bes de contorno, obtém-se, na bibliografia

disponivel®, as freqiiéncias naturais (w, ) e seus respectivos modos de vibrar (W, ).

ap & [ El
W =C—= -
n g La\T.A (2.9)
apXx o
W, =senc——-=

—
—
— %
o
s I3
i T
= £l
—
E
= -1

:r ESTRUTURA |
_____________________________ |

SUBSISTEMA

FIGURA 2.2: Grafo de ligagdo de uma estrutura que interage com um subsistema qual quer.
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A parte correspondente a estrutura baseia-se no modelo proposto por Karnopp et alii?®
para o estudo de uma viga sujeita a flexdo. Devido a caracteristica modular da técnica, pode-
se, facilmente, acoplar a estrutura a qualquer subsi stema mecanico.

A cada juncdo 1 deste grafo estd associado um modo de vibrar da estrutura. Como este
procedimento € genérico, podem ser incluidos quantos modos forem necessarios para a
representacdo da dindmica estrutural.

A juncdo O, por sua vez, realiza o somatério da contribuicdo de cada modo, para
compor a configuracdo deformada do sistema. Esta juncdo representa a Equagéo 2.6, que
difere da equagdo utilizada na andlise modal cléssica, unicamente pelo fato de ndo estar

expressa em fungdo dos deslocamentos, mas sm das velocidades vi(x,y,t) e Hft),

respectivamente, fluxos real e modal.
w(x,t)=8& W, (x)n(t) (2.6)
Em todos os modos sdo incluidos elementos inerciais (1), capacitivos (C,) e resistivos

(R), com a funcdo de representar a inércia, a flexibilidade e o amortecimento modal
respectivamente.

1

=T AL 2.7)
1

W (2.8)

R, =2xw,l, (2.9)

onde X, é o coeficiente de amortecimento modal.

Os transformadores modulados ( MTF ) presentes no grafo realizam a transicéo das
variaves fisicas para as variavels modais e vice-versa. Estes transformadores representam a
contribuicdo dos modos de vibragdo da estrutura no ponto de contato com o subsistema.
Como neste trabalho o subsistema € movel, suas coordenadas de posicdo mudam a cada
instante, 0 que torna necessaria a utilizagdo de transformadores cujos médulos variem no

tempo.



A técnica dos grafos de ligagdo permite que tanto o modelo matemético quanto a
solucdo das equagdes segjam obtidas automaticamente a partir de codigos computacionais.

Apenas para ilustrar 0 procedimento de obtencdo do modelo de estado, suponha-se,
por exemplo, que uma carga ssimples desloque-se com uma velocidade constante (V) sobre
uma viga bi-apoiada. Com base no grafo de ligacdo genérico apresentado na Figura 2.2 e,
retendo-se 0s cinco primeiros modos para representar a resposta da estrutura, chega-se ao
grafo representativo para este sistema dinamico, que é apresentado na Figura 2.3.

R o R C R C R C R o
:rJ: gl 9l 10 1
12 13 14 15 16
I|-‘2—1 ]:|t3_1 I|-'4__l_ I|r5—l Iltﬁ—l
17 15 2l 3 25
(x) (x) (z) €3] ()
| | |
MTITF :mi MTF:n2  MTF:n3 MTF:md MTF:md

1% a0 2 24 26

FIGURA 2.3: Grafo de ligagdo de uma viga submetida a uma carga simples

O modelo de estado associado a este grafo pode ser expresso por:

X = AX + BU (2.10)
Y =CX + DU (2.11)

onde X € o vetor de variaveis de estado, U é o vetor de variaveis de entrada, Y € o vetor de
varidveis de saida e A, B, C e D sd0 matrizes com os coeficientes representativos das
propriedades fisicas do sistema e dos moédulos dos transformadores modulados que
representam as contribui¢des de cada modo na solucéo do problema.

Conhecendo apenas as varidveis de estado, quantidade de movimento (p) e
deslocamento (qg), pode-se predizer o comportamento do sistema em qualgquer instante
desgjado. Os elementos dos vetores e matrizes necessarios ao cdculo das variaveis de estado

S80 apresentados a seguir.



X=[p, Py P. Ps P G G Oy Gy ] (2.12)

¢®R 9 o o o - o o o ol
e b o <, G
€0 -2 0 0 0 0 1 0 0 oY
? IZ CZ l:I
€ R 1 u
& 0 0 -—=2 0 0 0 0 -— 0 0 u
¢ E Cs u
é R a
& 0 0 0 --% 0 0 0 o -1 04
& ., C, U
é R 14
=0 0 0 0 --—= 0 0 0 0 -—
A:g I CSE (2.14)
el 0 0 0 0 0 0 0 o U
e, u
e u
co L o 0 0 0 0 0 0 0 G
é l, a
é 1 u
& 0 0o — 0 0 0 0 0 0 0 g
é s 1 u
é a
@0 0 0 T 0 0 0 0 0 0 ;
€ 1 u
é o 0 0 0 — 0 0 0 0 0 U
8 I g
B=[m, m, m;, m, m 0 0 0 O O (2.15)

Os componentes do vetor B representam os médul os dos transformadores no ponto de
contato da carga com a viga. Como a carga e, esta se desocando com uma velocidade
constante (V) sobre aviga, sua posi¢do (x) em cada instante (t) pode ser expressa por:

X=wt (2.16)

Substituindo a Equacéo 2.16 na Equacdo 2.5, tem-se, para os cinco transformadores
modulados:

m, = seng——= (2.17)
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_ 0

m, =Sen _ (2.18)
5

My = sene=—— (2.19)
0

M, =sene—— (2.20)

_ 0
ms = Se”QTjﬂ (2.21)

A partir deste sistema de equacgOes, escrito na forma matricial, pode-se obter o
comportamento da estrutura, em funcdo das variaveis de estado, em qualquer ponto e instante.

A Figura 2.4 apresenta o deslocamento vertical do centro de uma viga de ago de2 m
de comprimento, com uma sec¢éo reta de 0,02540 m de largura e 0,00635 m de altura, e
coeficiente de amortecimento modal de 5% para todos os modos, quando submetida a uma
cargade 5 N com velocidade constante de 5 m/s, que percorre uma distancia de 1 m antes de
entrar em contato com aviga.

Pode-se observar neste caso que a viga, inicialmente em repouso, sofre seus maiores
deslocamentos enquanto estd em contato com o carregamento.

0.01 —

0.00 —

Deslocamento (m)

-0.01 —

0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00
Tempo (s)

FIGURA 2.4: Dedlocamento vertical do centro de umaviga
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2.3—-CARGASMOVEIS SOBRE PLACAS

Quando a relagcdo entre 0 comprimento de uma determinada estrutura e a sua largura
ndo for grande o suficiente, um modelo unidimensional pode ndo ser uma boa aproximacéo.
Porém, a andlise do problema de cargas méveis através de modelos bidimensionais, como
uma placa, pode dificultar a obtencdo do modelo matemaético, principalmente quando o
carregamento € oriundo de um subsistema mecanico.

No entanto, devido a natureza generalizada da técnica dos grafos de ligacéo, pode-se
estender a metodologia apresentada no Item 2.2 para representar uma placa simplesmente
apoiada, submetida a acdo de um sistema dindmico que dedoca-se com uma determinada
velocidade ao longo de uma trgjetdria plana pré-estabelecida, conforme mostrado na Figura
2.5. Neste caso um oscilador, composto por massa, mola e amortecedor representa o

subsistema que interage dinamicamente com a placa.

Fe) L

—
¥y /‘ wix, v, £)

Trajetdric  c© k
Plana LT T

__"‘\\ J‘}’M

P b
.y LT
ZI TTAL L7

FIGURA 2.5: Placa simplesmente apoiada submetida a um oscilador movel.

A Equacdo 2.22 descreve a vibragdo livre de uma placa modelada segundo as
hip6teses de Kichhoff, expressa em funcéo de seu deslocamento transversal w(x, y, t).

&'w . T'w | T*wod T*w
+ + T+ =0
E gﬂX‘l ﬂXZﬂyZ ﬂy4 5 a ﬂtz (222)
=
De = - n? (2.23)
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onde De € a rigidez flexiona de uma placa isotrOpica de espessura h, matematicamente
representada pela Equagdo 2.23. E, n e r , s3o, respectivamente, modulo de elasticidade,
coeficiente de Poisson e densidade de &rea do material.

As frequéncias naturais (w,,,) de algumas estruturas, e seus respectivos modos de
vibrar (W,_,,), podem ser encontrados na literatura. Para o caso de uma placa simplesmente

apoiada, Meirovitch® mostra que:

A .2 20 [D
W, =p i S + B0 [0 224
gag ébg gV ra

aaMpXx o apyo
W_ (X, Y) = sengc——=senc——~+
m (X, Y) o Ny (2.25)

Neste trabalho considera-se, os primeiros quatro modos de vibrar (Wh; , Wiz , Wy €
W., ) pararepresentar os deslocamentos da placa, porém um nimero maior de modos pode ser

facilmente incluido no modelo caso sga necessario. A forma dos quatro primeiros modos
pode ser visualizada na Figura 2.6.

1o Modo 20 Modo

CSPOSeSEs

e
S
= e

o T e
o SRR
Rty o
S SIS SO R
s et
-
Srs

3o Modo 4o Modo

ey
e
R T e
B v
S

e
e
= R
e T
N S
REeealyebey

FIGURA 2.6: Modos de vibrar da placa

Para a construcdo do grafo representativo deste sistema, parte-se do mesmo grafo
genérico apresentado na Figura 2.2. A adaptacdo para o problema de placas é perfeitamente
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vélida, desde que se substitua 0 médulo dos transformadores pelos modos de vibragcdo da
placa

Devido a caracteristica modular da técnica dos grafos de ligacdo pode-se, facilmente,
acoplar a estrutura a qualquer subsistema mecanico. Para representar um oscilador, foi

construido um grafo no qual estivessem incluidos seus efeitos inerciais (m), capacitivos (J/ k)

e resistivos (c), caracteristicos de um sistema massa-mola-amortecedor . O grafo de ligagcdo

gue representa 0 modelo global é apresentado na Figura 2.7.

r-rr———~— " """ 1
\ I
I R C R C R [ R C :
\
[ Ni N 15 101 16 li I
| I
TR T2 T T
|
\ I
| I
| I
; 2 23 25 77 :
I

} (.7) (x,7) (x.7) (x.7) |
! | | l I
[ MTF : m1 MTF: a2 MTF 3 MTF:md :
[
| I
| I
| I
| 2 24 6 28 I
| I
| I
| I
| ; :
I 20 ESTRUTURA |
e o I

I !

| I

| ! R

| 19-[ \y |

| |

| 0h~1 |

| 17 '\‘ |

I 7 I

I Ike—1 co

I 2 I

| 1-r |

! Se :

' DSCILADOR

FIGURA 2.7: Grafo de Ligac&o para uma placa que interage com um oscilador

Como no modelo de viga, a cada juncdo 1 do grafo da estrutura estdo associados a

inércia (Imn), aflexibilidade (Cry,) € 0 amortecimento (Ry) modal. Para a placa, obtém-se:

NG
Q

mn

(2.26)
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mn | 2 (2.27)

mn mn

R_=2_w,_| (2.28)

mn mn mn - mn

onde X,,, € o coeficiente de amortecimento modal.

Como o oscilador desloca-se sobre a placa, ao longo de uma trajetéria plana qual quer,
sua velocidade v é expressa em funcdo das componentes vi € Vv, NoS exos X €Y,
respectivamente. Através destas componentes calcula-se a posicdo do oscilador em um dado
instante do tempo, o que possibilita a determinacdo dos médulos dos transformadores
modulados ( MTF ).

 @Mts adV,1H

m, =sen sen k<
g a g g b g (2.29)

_ V10 _FpVv,10
m, = senG———-sen¢—— 2+ (2.30)

e a g e b g

=sen
m, g a o g b 4 (2.31)
PV, 10 _aPVv,t0
m, =sen
) g a g g b g (2.32)

Para a andlise das interactes energéticas entre os dois sistemas, pode-se avdiar o fluxo

de poténcia através da ligagdo 20, que sera calculado por:
Po = € fa (2.33)

O modelo de estado associado ao grafo da Figura 2.7 pode ser expresso através das
Equacbes 2.10 e 2.11, sendo necessario, apenas, que os coeficientes dos vetores e matrizes

sgjam obtidos adequadamente para 0 modelo em questéo.

X=[p, Ps Pi Ps Pe G Uy Gy Gy Gl (2.34)
U =[e] (2.35)
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Y= [ezo fzo]T (2.36)

¢c me myc me mC o o o o}
g m I, I, I, I, 0
emc  (R.+mic)  mme mmc mme o .1 o, o4
em B B I I C. d
gme _mme (R, +mic)  mme mme o o .1 0 G
gme  mme mme  (Ry+mic)  mme o .t o4
&m I B I I C., G
e 2 u
sm,c mm,c m,m,c mm,c i (F\’22 +m40) 0o o 0 0 i iu (2.37)
A=§m In |12 |21 |22 szl;|
el m m, m m, o0 o 0 o0y
em 2 s ' G
e u
g0 = 0 0 0 o 0 0 o 0§
¢ " 1 u
€0 0 = 0 0 o o o o o4
: I G
e u
) 0 0 = 0 o 0 0 0 o0
é L y
&0 0 0 0 1 o0 o0 o0 04
é 2 a
B=[L 000 0O0O0GOO O (2.38)
éc  mc mc mc mc ool (2.39)
m 1, L, 1, u
C=6 1 12 21 2 G
g M M M M 5 550 ol
8 |11 I IZl |22
D =]0] (2.40)

De posse do modelo implementado, propds-se um exemplo, no qual um oscilador,
com uma velocidade de 7 m/s, atravessava uma placa de ago ssimplesmente apoiada. Definiu-
se umatrajetériaretilinea que passava pel o centro da placa, paralelamente a um de seus lados.

Para uma placa com dimensdes. a =1 m, b =1 m e h = 0,001 m, adotou-se um

coeficiente de amortecimento moda (x,,,) de 5% para todos os modos. Para o oscilador,

considerou-se uma massa (m) de 1 kg, suspensa por uma mola de rigidez (k) igual a 1500 N/m
e um amortecedor com um coeficiente (c) de 10 N.s/m

Considerando que a Unica forca atuante sobre o oscilador era 0 seu préprio peso,
admitiu-se que ele comegou a atravessar a placa no instante t = 2s, tempo este suficiente para
gue a sua posicao de equilibrio fosse atingida.

A Figura 2.8 apresenta os resultados obtidos para quatro instantes diferentes da

simulagdo. Na Figura 2.8 (a), antes de entrar em contato com a estrutura, o oscilador apresenta
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30 indeformada. Nos instantes

de equilibrio e a placa sua configurac

acao

posteriores, Figura 2.8 (b) e Figura 2.8 (c), quando o oscilador encontra-se nas posi¢coes 1/3 e

a sua configur

a estrutura se deforma. Na Figura 2.8 (d), uma vez que os dois subsistemas ndo mais
interagem, pode-se verificar o amortecimento da estrutura trazendo-a para a posicdo de

2/3 da placa, respectivamente, observa-se que seu comprimento sofre uma variagao, conforme

equilibrio.

deformada do sistema em instantes diferentes

acao

FIGURA 2.8: Configur

Para melhor analisar a variagdo na deformagdo do oscilador e da placa, interagindo

stantes distintos.

entre s, apresenta-se na Figura 2.9 as vistas laterais do sistema paratrésin

0015

001
0005

0005
on

o1

001

o0
o005
0005

001

FIGURA 2.9: Vigtalateral do sistemaem: () t=2,05s; (b)t=2,10se(c)t=2,14s
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Como se pode observar, existe uma relacdo entre as deformagdes dos subsistemas. Ao
entrarem em contato, o oscilador cede energia para a placa e, enquanto ele a atravessa, uma
parte desta energia lhe é devolvida. Esta relacéo fica mais clara quando se examina, na Figura
2.10, o fluxo de poténcia entre os subsistemas. Este resultado € de grande importancia no
estudo da interacdo energética pois, através dele, pode-se saber em que momento oscilador e
placa fornecem ou recebem energia um do outro. E importante ressaltar que este resultado é

facilmente obtido através da técnica dos grafos de ligagcdo, como mostra a Equacéo 2.33.

05k

Poténcia (watt)

o5k

R L L L I I L L L
185 13 1.95 2 205 21 215 22 225
Tempo (s)

FIGURA 2.10: Fluxo de poténcia entre os subsistemas

Pode-se obter, também, o comportamento das varidveis no dominio do tempo, como
mostra a Figura 2.11. Neste exemplo, o deslocamento vertical do oscilador, em cada instante,
€ apresentado para diferentes vel ocidades.

FIGURA 2.11: Deslocamento do oscilador para: (a) v= 3m/s; (b) v= 8,88 m/s e (c) v=20m/s
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Anaisando cuidadosamente estes resultados observa-se que, para uma determinada
faixa de velocidades, o sistema apresenta um comportamento critico. Este comportamento
serainvestigado nos dois capitul os posteriores, tanto para 0 caso de vigas, quanto para placas.

O fluxo de poténcia entre os subsistemas, para trés velocidades distintas, é apresentado
na Figura 2.12. Observa-se que para velocidades mais elevadas o fluxo de poténcia d&se
apenas do oscilador para a estrutura.

£ [\ f
H ~ N g
I \/ : VA \

E 185 is %5 2 21 215 22 2% 1& s 3 Tt
Tompo () Termgo (5) Terpo 5)

(@ (b) (©)

FIGURA 2.12: Fluxo de poténcia para: (a) v=3m/s, (b) v= 8,88 m/se (c) v=20m/s

Ouitros resultados podem, ainda, ser facilmente obtidos a partir do modelo de estado
apresentado nas Equacfes 2.10 e 2.11 uma vez que qualquer informacdo do modelo fisico
pode ser escrita a partir das varidveis de estado X e do vetor de entradas U.

A facilidade de implementacdo, aliada a um baixo custo computacional, tornam esta
metodologia bastante atrativa. Porém, conforme dito anteriormente, sua utilizagdo limita-se
aos casos em que se conhega a solugdo homogénea da equagéo de governo do subsistema
estrutural .
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CAPITULO 3

ANALISE DINAMICA DE CARGASMOVEISEM VIGASPELO METODO DOS
ELEMENTOSFINITOS REPRESENTADOSEM GRAFOSMULTILIGACAO

3.1-INTRODUCAO

Atuamente, pode-se observar que a grande maioria dos modelos estruturais presentes
nas aplicacdes préticas da engenharia, possuem irregularidades geométricas ou condicdes de
contorno arbitrérias. Mesmo para estes modelos, a equacdo diferencial de governo pode ser
obtida sem grandes dificuldades. Porém, a obtencdo de uma solugcdo anditica para esta
equacao nem sempre é possivel.

Uma aternativa viavel é a adocdo de procedimentos numéricos para o caculo de uma
solucdo aproximada para o problema. Entre estes procedimentos estdo os métodos
variacionais, 0 método das diferencas finitas e 0 método dos el ementos finitos.

Por ser extremamente versétil e proporcionar resultados de grande precisdo, o método
dos elementos finitos tem se destacado como uma das mais poderosas ferramentas na
representacdo de estruturas complexas. Este método caracteriza-se por discretizar um dominio
de geometria irregular em subdominios de geometrias mais simples, reduzindo um sistema
continuo de infinitas variaveis a um modelo com um nimero finito de graus de liberdade.

Contudo, mesmo sendo a melhor opgdo para a modelagem do subsistema estrutural,
este método ndo se apresenta como O mais apropriado para andisar a interacéo entre
subsistemas distintos.

Utilizando a filosofia dos grafos multiligagdo, Da Silva'® propds um procedimento
para a modelagem de subsistemas estruturais a partir das matrizes de massa, rigidez e
amortecimento, obtidas pelo método dos elementos finitos. Deste modo, devido a
caracteristica modular da técnica dos grafos de ligacdo, pode-se acoplar qualquer subsistema a
estrutura, obtendo ent&o, um grafo representativo do modelo dinamico global.

Apresenta-se a seguir uma andlise do problema de cargas moéveis em vigas, aplicando
o procedimento proposto por Da Silva®®. Parte-se de um modelo simples, no qual se considera
0 carregamento como uma carga constante, estendendo, em seguida, para um modelo mais
sofisticado, onde 0 carregamento provém de um subsistema massa — mola — amortecedor.
Avalia-se 0 comportamento dindmico dos dois subsistemas no dominio do tempo, assim como
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a influéncia de parémetros importantes do oscilador, como sua velocidade e suas
caracteristicas mecanicas, na resposta da estrutura.

Um codigo computacional foi desenvolvido em FORTRAN 90 para a smulacgo dos
model os obtidos através deste procedimento. Com o objetivo de ser 0 mais genérico possivel,
este codigo, que é apresentado detalhadamente no Apéndice B, permite que segja escolhido o
tipo de estrutura a ser analisada (viga ou placa), e que o nimero de elementos e as condicles
de contorno necessarios a sua representacdo, sejam determinados automaticamente. Pode-se
ainda, definir as propriedades do carregamento atuante, assm como o tipo de movimento por
ele exercido.

Com o intuito de validar o procedimento adotado, alguns resultados obtidos séo

comparados com resultados oriundos de model os disponiveis na bibliografia.
3.2—- 0O MODELO ESTRUTURAL
O grafo multiligagdo genérico de um subsistema estrutural, proposto por Da Silva™

para representar uma estrutura modelada pelo Método dos Elementos Finitos, € apresentado

na Figura 3.1.

== 4

=5

— 1~ I;E?

s 8 — =

SUBSISTEMA

FIGURA 3.1: Grafo multiligacéo representativo do subsistema estrutural

Este grafo aplica-se a qualquer estrutura que possa ser representada em termos de suas
matrizes de massa [M], de flexibilidade [K]™ e de amortecimento [B], representadas na Figura

3.1 pelos campos multiportas I, i e IR respectivamente.

21



As fontes de esforco (Se) e fluxo (Sf) representam a possibilidade de existirem
carregamentos e velocidades prescritas no modelo e como se pode observar, existe ainda uma
multiligacdo aberta, através da qual grafos de outros subsistemas podem ser acoplados.

4 U i
u; f\ /\ uy

\ h |

\ |

Xa KXot

FIGURA 3.2: Graus de liberdade de um elemento de viga

Para a discretizacdo de uma estrutura pelo método dos elementos finitos, torna-se
necessaria a obtencdo de uma solucéo aproximada para o campo de deslocamentos w(X, t) no
dominio do elemento. Considerando um elemento de viga, conforme a Figura 3.2, com quatro

graus de liberdade:

ug =w(x,), ug =(- dwdx),_, . us =w(x.,, ), ug=(- dwax) _ (31
pode-se, através da Equacdo 3.2 e das funcgbes de interpolagdo clbica de Hermite f °,
determinar o deslocamento transversal em qualquer ponto no interior do elemento.

4

wixt)=& f £ (x)>us 1) (32)

i=1

As fungBes de interpolacdo f °, expressas em funcdo das coordenadas locais do

elemento™, s3o apresentadas a seguir:

.2 3
X 0 X 0
fe=1- 3§—i +2§—: (3.3
heﬂ heﬂ
e B XD
fo=- xgi- = (3.4)
e @
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xX 0 a&aX 0
f2= — -Z—i (3.5
: he /] gheﬂ
Cex o aex M
f§=-x§h—: - gh—w (3.6)
e @ eZH

Deste modo, definidas as fungdes de interpolacédo, determina-se os coeficientes das

matrizes elementares de massa (M ;) erigidez (K{).

Ke=E1Q) (a7 o /ax ot ; foxeox

e

(3.7)

e _ ert e
M —rVAQe ff‘fjdx (3.8)

Estas matrizes foram definidas através de uma formulagcdo consistente, para um
elemento isolado da malha®. Para a construcdo das matrizes globais, que sdo utilizadas por
este procedimento para a representacdo da estrutura, deve-se compatibilizar os esforgcos e
deslocamentos nos graus de liberdade do modelo, impondo condi¢bes de continuidade e
equilibrio as varidvels primérias e secundérias.

A matriz de amortecimento do modelo estrutural pode ser obtida através de uma
combinagdo linear das matrizes de massa e rigidez, conhecida como amortecimento
proporcional.

[B] =a [M] + b [K] (3.9

Neste caso, as constantes de amortecimento a e b, s3o escolhidas® de modo que sejam

proporcionados os coeficientes de amortecimento modal (X;) desejados.

— 2W1W2 (X1W2 - X2W1)

wi - wi) 519
b = 2(X2W2 B X1W1)
i) -
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Assim, conhecendo-se as matrizes globais caracteristicas de um subsistema estrutural,
pode-se represent&-1o™, com relativa facilidade, através da técnica dos grafos de ligagéo. Este
procedimento facilita a obtencdo de um modelo matemético que represente a interacdo desta
estrutura com outros subsistemas.

F(8)

(@ (b)

FIGURA 3.3: Viga bi-apoiada submetida a uma carga aplicada subitamente

A Figura 3.3 apresenta uma viga Bernoulli-Euler bi-apoiada e submetida a uma fonte
de esforco (Se), representada por uma carga F(t) aplicada subitamente na segdo média de seu
vVao.

Como néo héa subsistema interagindo com a viga, e ndo existem fluxos prescritos para
nenhum de seus graus de liberdade, o grafo do modelo estrutural pode ser simplificado

significativamente, conforme ilustrado na Figura 3.4.

3 %i'___b;

FIGURA 3.4: Grafo multiligagéo de uma estrutura com apenas uma fonte de esforgo

Através dos procedimentos da técnica dos grafos de ligagdo, apresentados no
Apéndice A, obtém-se paraajuncdo vetoria 1, as equacdes de estado do sistema.
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-kl - [B]M]'p, +e. 212

:[M]-lpz (3.13)

onde e, p2 € (s S0, respectivamente, os vetores com as forgcas generalizadas, com as
guantidades de movimento e com os deslocamentos, associados a cada grau de liberdade do
model o estrutural.

Manipulando matematicamente as equagOes de estado obtidas por este procedimento,
pode-se demonstrar como 0 método dos elementos finitos é representado pela técnica dos
grafos de ligagdo. Substituindo a Equacéo 3.13 na Equagéo 3.12:

MJi5 =-[K]as - [Blas +e, (3.14)
[M]qs + [B]Q3 + [K]qs =€ (3.15)

Sabendo-se que g3 representa o vetor com os graus de liberdade do model o estrutural e

gue e; € o0 vetor com as forgas generalizadas atuantes, chega-se a Equacdo 3.16 que representa
a equacdo cléssica do método dos elementos finitos.

(MK} +[BJu} + [ Ku} ={F} (3.16)

Para facilitar a implementacdo computacional, as Equacbes 3.12 e 3.13 podem ser
escritas naforma matricial apresentada na Equagéo 2.10:

X = AX + BU (2.10)
é¢,u_¢ [Bm]* [K]“epz L4k
.98 M* o .l eOHe (317)

Deste modo, através do modelo computacional, pode-se determinar o nimero de
elementos necessarios para compor uma maha que represente com boa precisdo o
comportamento dinamico da estrutura.

Para 0 modelo fisico apresentado na Figura 3.3, por exemplo, considerou-se uma viga
de aco, com 2 m de comprimento e com uma secéo reta de 0,0254m de largura e 0,00635 m
de altura.
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A Tabela 3.1 compara as freqiéncias naturais de uma viga com estas caracteristicas,
calculadas para malhas com dois, quatro, seis, oito, dez e doze elementos. Observa-se que 0s
resultados obtidos convergem rapidamente para a solucdo analitica, a medida que se aumenta
0 nimero de elementos do modelo.

TABELA 3.1: Frequéncias naturais de uma viga Bernoulli-Euller bi-apoiada

NUmero de W, W, W, w, Wy W
Elementos

2 23,306

4 23221 93,225

6 23,216 92,934 209,757

8 23,215 92,883 209,201 372,901

10 23,215 92,869 209,044 372,051 582,658

12 23,215 92,864 208,987 371,736 581,496 839,028
Solugéo 23,215 92,859 208,932 371,435 580,368 835,730
Analitica

O deslocamento transversal do nd central de uma viga com doze elementos submetida
a uma carga de 5 N aplicada subitamente no instante t = 1 sem x=L/2, é apresentado na
Figura 3.5. As constantes de amortecimento proporciona (a e b) foram obtidas através das

Equagdes 3.10 e 3.11, considerando x, =X, =5%.

0.000 —

-0.004 —

-0.008 —

Deslocamento (m)

-0.012 —

\ \ \ \
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00
Tempo (s)

FIGURA 3.5: Deslocamento transversal do n6 central daviga
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A partir deste resultado verifica-se que o n6 central da viga, apés terminado o regime
transiente, atinge sua posicao de equilibrio estético. Esta posicdo coincide exatamente ( ver
Tabela3.2) com o deslocamento estético analitico® obtido pela Equacéo 3.18.

F L3
W, =- -2
= =" J8E] (3.18)

TABELA 3.2: Comparagao entre os deslocamentos humeérico e analitico

Equilibrio Estético do N6 Central -7,435" 10°°.m

Deslocamento Estético Analitico (Weg) -7,435" 10 m

3.3-VIGA SUBMETIDA A CARGA MOVEL CONSTANTE

Com o objetivo de andlisar a resposta dindmica de uma viga submetida a um
carregamento movel considera-se, a principio, apenas uma carga smples e constante,
conforme ilustrado na Figura 3.6.

JT’ F(t)
- < A

=X

FIGURA 3.6: Viga bi-apoiada submetida a uma carga movel
Este sistema difere do modelo analisado no Item 3.2, pelo fato da carga estar em

movimento, com seu ponto de contato com a estrutura variando a cada instante de tempo.

O grafo de ligagdo associado a este sistema € apresentado na Figura 3.7.
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L

FIGURA 3.7: Grafo de ligacdo de uma estrutura submetida a uma carga mével

Como a carga estd em movimento, seu ponto de aplicacdo ndo se limita apenas aos
nos, tornando-se necessaria sua representacdo no interior do elemento de viga. Na técnica dos
grafos de ligacdo esta funcdo € desempenhada por um multitransformador modulado
(M T F), cujo modulo é definido através das functes de interpolagdo do elemento, calculadas
no ponto de aplicacdo da carga.

O modelo matemético obtido a partir do grafo da Figura 3.7, escrito na forma matricial

em fungdo das varidveis de estado e de entrada do sistema, € apresentado na Equagéo 3.19.

[BIm]*

9,u_¢& - [K
82[] 0

Juep

2

é{ }H ] (3.19)

CEC

3 3

%‘-D’%
% ¥

Deve-se ressaltar que o médulo do multitransformador {F}, é um vetor cujo nimero

de coeficientes depende do nimero de graus de liberdade do modelo. Porém, apenas quatro
destes coeficientes, correspondentes aos graus de liberdade do elemento de viga no qua a
carga esteja atuando, assumem valores diferentes de zero. Assm, existe um sub-vetor 4”1
gue a medida que a carga se move para 0 préximo elemento, se desloca para os graus de
liberdade representativos deste novo elemento.

Os valores dos termos deste sub-vetor podem ser calculados a partir das Equagtes 3.3,

3.4, 3.5 e 3.6. Como a carga esta em movimento, sua posicao X pode ser definida por:
x=vt-t.) (3.20)

onde te € 0 instante em que a carga entra no elemento.
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Utilizando o cddigo computacional apresentado no Apéndice B, pode-se smular o
comportamento dindmico da estrutura para diferentes velocidades do carregamento, e
comparar os resultados obtidos com resultados provenientes da literatura.

A Tabela 3.3 apresenta o fator dindmico de amplificacéo (Fgin), definido como sendo a

razéo do maximo deslocamento dindmico pelo maximo deslocamento estético (Wes), para
diferentes par@metros adimensionais de velocidade (T /t). O simbolo T representa o periodo
fundamental da estrutura, enquanto t significa o tempo necessario para a carga percorrer toda

aviga

TABELA 3.3: Fator dindmico de amplificagdo (Fin)

T/t Estetrabalho  Lin e Trethewey™
0,1 1,049 1,053
0,5 1,262 1,252
1,0 1,706 1,705
1,234 1,735 1,730
15 1,705 1,704
2 1,551 1,550

Nesta andlise considerou-se uma viga de doze elementos com as mesmas
caracteristicas do Item 3.2, sendo que o efeito do amortecimento estrutural foi desprezado,
para possibilitar a comparacdo dos resultados obtidos.

Veificase que méaxima discrepancia entre os fatores dindmicos de amplificagdo
obtidos por este trabalho e os obtidos por Lin e Trethewey'®, ndo excede 1%. Esta
discrepancia é perfeitamente aceitéavel, ainda mais se for levado em conta que os resultados
apresentados na referéncia’®, foram obtidos a partir de um modelo em elementos finitos cuja
malha era composta por apenas quatro elementos de viga, e as equacdes relativas aos graus de
liberdade de rotacdo (fw/fx) foram resolvidas estaticamente, para reduzir o tempo de
processamento.

A Figura 3.8 apresenta 0 deslocamento vertical do né central da viga para alguns
parametros adimensionais de velocidade (T /t). Nesta figura, 0 eixo das ordenadas

corresponde ao deslocamento dindmico do centro da viga dividido pelo méximo deslocamento
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estético, enquanto o eixo das abscissas representa a coordenada adimensional de posicdo do
carregamento. Nota-se que para baixas velocidades (T /t =0,1), a resposta dinamica da
estrutura aproxima-se da solucdo estética.

Destaca-se que a carga SO estid em contato com a viga no intervalo O£ x/L £1,

portanto os deslocamentos em x/L >1 correspondem avibraco livre da estrutura.

T/t

—F— 01

——F 05
— 1,234

1.00 —
2,0

——— Estética

Wdin/ West
o
Q
ts]
|

-1.00 —

-2.00 ‘ ‘ ‘ ‘

0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00

FIGURA 3.8: Dedlocamento vertical do centro de uma viga em funcdo da posicdo da carga

Observando a Tabela 3.3 e a Figura 3.8, pode-se constatar a presenca de uma
velocidade critica, para a qual o deslocamento dindmico apresenta um vaor maximo. Este
deslocamento dindmico méximo foi identificado®, a principio, como sendo 50% maior que o

deslocamento estatico maximo (Fgn = 1,5), € ocorria quando o tempo que a carga levava para

atravessar a viga era metade do periodo fundamenta (T /t = 2,0). Posteriormente, verificou-
se’® que o fator dindmico de amplificacgo poderia alcancar 1,738 quando o tempo do percurso
fosse 0,81 vezes o periodo fundamental (T /t = 1,234).

Através da Figura 3.9 pode-se perceber a variacdo do fator dindmico de amplificacdo a
medida que a velocidade da carga € aumentada. Verificase que, desconsiderando o
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amortecimento estrutural, o deslocamento dindmico méaximo no centro da viga pode chegar a
ser 1,735 vezes maior que 0 deslocamento estédtico maximo, ocorrendo para T/t =1,234.
Porém, a inclusdo de um amortecimento estrutural de apenas 5%, reduz ndo sO o fator

dindmico de amplificagdo (Fqn = 1,613), como diminui ligeiramente a velocidade critica do

carregamento (T /t =1,180).

x=0,00

7 . X =005

1.60 —

1.40 —

Fdin

1.20 —

1.00

0.00 1.00 2.00 3.00
T/t

FIGURA 3.9: Fator dinamico de amplificagéo para diferentes velocidades do carregamento

3.4—-VIGA SUBMETIDA A OSCILADOR MOVEL

Apesar de alguns modelos*1%?"%

terem sido propostos para representar a interacéo de
uma estrutura com um subsistema mével, conforme ilustrado na Figura 3.10, pouco se sabe
realmente sobre 0 comportamento dindmico de um sistema como este.

A técnica dos grafos de ligacdo tem se mostrado como uma aternativa apropriada
guando se necessita analisar um sistema composto por subsistemas de naturezas distintas.
Devido a sua caracteristica modular, esta técnica permite que o modelo representativo de cada
subsistema segja desenvolvido separadamente e, mediante o acoplamento destes modelos,

torna-se possivel a avaliacdo do comportamento global do sistema dinamico.
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FIGURA 3.10: Viga hi-apoiada submetida a um oscilador mével

O grafo de ligagdo proposto para a representacdo deste sistema € apresentado na
Figura 3.11. Ao observar a figura verifica-se que o grafo utilizado para descrever o oscilador,
€ idéntico a0 apresentado na Figura 2.7. Ta constatacdo enfatiza a versatilidade
proporcionada por este procedimento generalizado.

‘i q

| |
| |
| |
| |
I I
| 4 |
| |
| |
| |
| |

| ESTRUTURA J

FIGURA 3.11: Grafo de ligagdo de uma estrutura que interage com um oscilador mével

Por estar associado a grandezas vetoriais ( p e q — vetor quantidade de movimento e
vetor deslocamento) e utilizar o conceito de campos multiportas ( I, T e IR — Campo Inercid,
Campo Capacitivo e Campo Resistivo) , o grafo multiligaco possibilita ( ver Apéndice A ) a

obtengdo de um modelo de estado compacto, como se verifica através da Equacdo 3.21.
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Conforme mencionado anteriormente, o codigo computacional desenvolvido permite
gue se escolha o tipo de carregamento movel atuante (ver fluxograma no Apéndice B). Assim,
0 modelo de estado representado pela Equacdo 3.21 pode ser facilmente simulado, ao se optar
por um oscilador (massa — mola— amortecedor) parainteragir com o subsistema estrutural .

Conduzindo a andlise deste modelo de maneira semelhante a apresentada no Item 3.2
para uma carga constante, os resultados obtidos pelo cddigo computacional foram
confrontados com os resultados disponiveis na bibliografia.

As propriedades de cada subsistema utilizadas para a comparagcdo dos resultados,
foram as mesmas propostas pela referéncia™: (1) Viga engastada em suas duas extremidades;

L =11938m; b=0,0342m; h=01491m; r , =2,9602" 10°Kg Im® ; E=104,79GPa e (2)

Oscilador; m=9,0641Kg; k =8,3459" 10° N /m; ¢ =1739517N.s/m.

TABELA 3.4: Fator dindmico de amplificagdo (Fin)

T/t Estetrabalho  Lin e Trethewey™
0,1 1,017 1,028
0,5 1,245 1,206
1,0 1,548 1,533
15 1.459 1,460
2,0 1,281 1,307

Verifica-se que a maxima discrepancia entre os resultados obtidos por este trabalho e
pelos obtidos na referéncia™ est4 em torno de 3%, o que é perfeitamente aceitavel, uma vez
que, conforme mencionado anteriormente, Lin e Trethewey™ utilizaram apenas quatro
elementos de viga, enquanto neste trabalho a estrutura foi modelada com doze e ementos.
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O deslocamento transversal do ndé central da viga em funcdo da posicdo do
carregamento, € apresentado na Figura 3.12, para cada parametro adimensiona de velocidade
(T/t)daTabela3.4.

2.00

1.00 —

0.00 —

Wdin / West

-1.00 —

-2.00 ‘ ‘ ‘ ‘

0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00
x/ L

FIGURA 3.12: Deslocamento vertical do centro da viga em fungéo da posi¢éo do oscilador

Outro parametro importante para a compreensado do comportamento dinamico de uma
estrutura que interage com um subsistema mecanico mével, e que merece ser investigado, € o
efeito da razéo entre a massa do subsistema e a massa da estrutura.

A Figura 3.13 mostra a variagdo do fator dindmico de amplificagcdo em funcéo da

velocidade do carregamento para trés diferentes pardmetros de massa (MM, — Massa do

oscilador dividido pela massa da viga). Estes resultados foram obtidos para uma viga
biapoiada de doze elementos com as mesmas caracteristicas do Item 3.2.

E importante ressaltar que, ao variar a massa do subsistema para obter arazdo myM

desgjada, teve-se a precaucao de manter constante a frequiéncia natural do oscilador, a fim de
gue esta andlise ndo sofresse a interferéncia de outro parémetro. Pelo mesmo motivo néo foi

considerado o amortecimento da estrutura e nem do oscilador.



2.00
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0,5

1,0

1.60 —

1.20 —
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FIGURA 3.13: Fator dinamico de amplificacéo

Ao observar a Figura 3.13 repara-se que, @ medida que arazdo nyM, é aumentada, a
velocidade critica do sistema diminui, causando um desvio na curva do Fator Dindmico de
Amplificaggo.

Para uma velocidade pré-determinada, este desvio gera uma diferenca no
comportamento da estrutura. Considerando, por exemplo, a regido acima da velocidade critica
(regido supercritica), verificase que o aumento da massa do oscilador acarreta uma
diminuicdo do Fator Dindmico de Amplificacdo. Porém, em grande parte da regido abaixo da
velocidade critica (regido subcritica), acontece justamente o contrério, o Fator Dinamico de
Amplificacdo aumenta quando se aumentaarazéo nmyM,, .

Para tornar mais clara a visualizagcdo da influéncia que a massa do oscilador exerce
sobre a resposta da estrutura, apresenta-se a seguir o deslocamento vertical dinamico de uma
viga para trés diferentes parametros de massa. Pela Figura 3.14(a), verifica-se que, conforme
mencionado anteriormente, para um carregamento com velocidade subcritica, as maiores
amplitudes de deslocamento ocorrem para os valores mais elevados de m/M, . No entanto,
para velocidades supercriticas, como mostra a Figura 3.14(b), observa-se exatamente o

inverso.

35



2.00 2.00
m/Mv m/Mv
B! 05 B! 05
1,0 1,0
2,0 2,0
1.00 — 1.00 —
CargaCte CargaCte \
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FIGURA 3.14: Deslocamento do centro davigapara: (@) T/t =05 e(b) T/t =15

Destaca-se que os gréaficos relativos a uma carga constante foram incluidos na Figura
3.14, apenas para demonstrar que esta smplificagdo nem sempre representa adequadamente a
redidade, e deve ser adotada somente quando a massa do subsistema representar uma
pequena fragdo da massa da estrutura. Quando se necessita modelar a interacdo entre
estruturas e veiculos pesados, a dindmica veicular precisa ser considerada.

Através do codigo computacional desenvolvido para a smulacdo deste procedimento

pode-se, também, obter o comportamento das variaveis explicitamente no dominio do tempo.

0.020 0.020
0.016 —| 0.016 —|
= =
é 0.012 — é 0.012 —|
E E
[=] [=]
B o0.008 | B o0.008 |
[a] [a]
0.004 —| 0.004 —|
0.000 ‘ ‘ ‘ 0.000 ‘ ‘ ‘
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 0.00 2.00 4.00 6.00 8.00
Tempo () Tempo (s)

FIGURA 3.15: Deslocamento do oscilador para: (8) T/t =05 e(b) T/t =15
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FIGURA 3.16: Deslocamento do centro davigapara: (@) T/t =05 e(b) T/t =15

As Figuras 3.15 e 3.16 mostram, respectivamente, o deslocamento do oscilador e o
deslocamento vertical do né central da viga. E interessante observar como em ambos 0s
subsistemas, 0 comportamento dindmico esta intrinsicamente ligado a velocidade do
carregamento.

Para obter a resposta dindmica do modelo completo, nesta andlise foram incorporados

os efeitos de amortecimeto do oscilador (X . =10%) e da estrutura (x, =x, =5%).

E importante lembrar que os resultados aqui discutidos limitaram-se a considerar um
carregamento com velocidade constante . Porém, nada impede que a carga ou o oscilador
assumam outros tipos de movimento.

Embora tenha-se analisado apenas vigas bi-apoiadas ou com engastes em ambas as
extremidades, devido a versatilidade do método dos elementos finitos, este procedimento
permite que vigas com as mais diversas condigbes de contorno, apresentando inclusive,
apoios intermedi&rios, possam ser anadlisadas. O cddigo computacional apresentado no

Apéndice B admite todas estas possibilidades.
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CAPITULO 4

ANALISE DINAMICA DE CARGASMOVEISEM PLACASPELO METODO DOS
ELEMENTOSFINITOS REPRESENTADOSEM GRAFOSMULTILIGACAO

4.1-INTRODUCAO

A andlise dindmica do problema de cargas moveis em placas € de grande importancia
para algumas areas da engenharia mecanica, civil e aeroespacia. Em boa parte dos casos, 0
carregamento pode ser representado por uma carga constante, concentrada ou linearmente
distribuida.

Quando se desgja investigar a interacdo entre veiculos e estruturas torna-se necessario,
conforme demonstrado no Capitulo 3, o acoplamento de um subsistema mecanico que
represente a dindmica veicular. Esta necessidade esbarra na dificuldade de se obter um
modelo matemdtico que caracterize corretamente 0 comportamento dos dois subsistemas
(veiculo e estrutura) interagindo entre si.

O procedimento utilizado no Capitulo 3 permite que qualquer estrutura, que possa ser
previamente discretizada pelo método dos elementos finitos, tenha sua representacéo através
da técnica dos grafos de ligacdo podendo, assim, ser facilmente acoplada a um outro
subsistema modelado pela técnica.

Neste capitulo investigarse o0 efeito de um carregamento mével no comportamento
dindmico de uma placa. Como no caso de vigas (Capitulo 3) parte-se de um modelo
simplificado, no qual o carregamento € representado por uma carga constante, € compara-se
os resultados obtidos por este modelo com resultados apresentados na literatura. Estende-se
esta metodologia para 0 caso de uma placa sendo submetida a um carregamento proveniente
de um subsistema massa-mola-amortecedor e avaliase a influéncia deste subsistema na
resposta do modelo estrutural .

Para a obtencdo das matrizes representativas do modelo estrutural, empregou-se a
Teoria Cléassica de Placas, também conhecida como Teoria de Placas de Kirchhoff, que
baseia-se na hip6tese de que qualquer linha perpendicular ao plano da placa, permanece reta e
perpendicular a um plano tangente a superficie deformada. Discute se também, a utilizacdo de
elementos com doze e dezessei's graus de liberdade em uma andlise dindmica.
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4.2 -0 MODELO ESTRUTURAL

Por se tratar de um procedimento generalizado, a metodologia de representacéo de
modelos estruturais, via grafos multiligagdo proposta por Da Silva™, pode ser adotada para a
obtencdo das equacdes de estado, relativas ao modelo de placa.

Como esta metodologia utiliza as matrizes de massa [M], de flexibilidade [K]™ e de
amortecimento [B], oriundas do método dos elementos finitos para caracterizar a estrutura,
torna-se necesséria a escolha do elemento a ser utilizado na discretizagdo do dominio.

Considerando que a teoria classica de placas pode ser entendida como uma extensdo
bidimensionad a teoria de Benoulli-Euler para vigas, intuitivamente, sugere-se que 0
deslocamento transversal (w) e suas derivadas (Tw/9x, Tw/1y) constituam as varidveis
primarias em cada no.

O campo de deslocamentos w(x, y,t) no dominio do elemento, pode ser interpolado

através da Equacéo 4.1.

w(x, y,t)= °:1f e(x, yue(t) (4.1)

onde f *(x, y) sfo as fungBes de interpolagéo e uf(t) os graus de liberdade do elemento.

¥
4 3
1 2
o
w

z

FIGURA 4.1: Elemento de placa

Para a determinacdo das fungdes de interpolacdo de um elemento de placa retangular,
conforme apresentado na Figura 4.1, com quatro nés e trés graus de liberdade por né (w,
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q, =Tw/fx eq, = w/T ), necessita-se de um polindmio de aproximagéo com doze termos,

que pode ser obtido sistematicamente através do tridngulo de Pascal (ver Figura4.2).

4
&

FIGURA 4.2: Polindmio de doze termos selecionado a partir do triangulo de Pascal

Observa-se que o polindmio selecionado ndo € um polindmio completo de quarta
ordem (completo de terceira ordem + a,x’y + a,Xy ), € que apesar de assegurar a
continuidade do deslocamento transversal, 0 mesmo ndo ocorre para as suas respectivas
derivadasem x ey.

Para confirmar esta observacéo, considerando, por exemplo, olado 1 -2 (y = Cte.)
do eemento de placa apresentado na Figura 4.1, verifica-se que existem seis variaveis nodais
(W, w,, fw,/Tx, w,/Ix, Tw, /Ty e Tw,/Ty), através das quais define-se o campo de

deslocamentos ao longo deste lado.

w=a, +a,x+a,x*+a,x* (4.2)
4.
ﬂ—W:a2+2a2x+3a7x2 (4.3)
Ix
"||11_W =a, + ;X +a x’ +a,x° (44)
y

Como no modelo de vigas, quatro varidveis nodais (w,, w,, Tw,/fx e fw, /fx) sfo
suficientes para definir corretamente a variagdo de w e w/fx. No entanto, visto que w/fy

varia segundo um polindmio de terceira ordem (Equacdo 4.4), e sb hé dois valores (w, /Ty e
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fiw, /fly) disponiveis na lateral 1 — bica ndo pode ser
unicamente definida, violando a condi¢do de continuidade para w/ y. Por este motivo,

°w/xTy pode assumir valores distintos em um mesmo né. Apesar desta deficiéncia, este

1,35

elemento tem apresentado resultados satisfatérios®™* para a andlise estética do modelo de

placa

Outra aternativa é a adocdo de um elemento retangular com quatro nés e quatro graus
de liberdade por n6 (w, Tw/Tx, Tw/Ty e T*w/TIxTy). As funcdes de interpolacio para este
elemento sdo obtidas a partir do produto das fun¢des de Hermite unidimensionais (Equagtes
3.3a3.6) nasdirecies x ey, e atendem as condigdes de continuidade necessérias para todas
as variaveis primérias.

Como as fungdes de interpolagéo destes dois elementos sdo obtidas para um e emento
padrdo de dimensdo 2° 2 e coordenadas x e h (ver Figura 4.3) deve-se, portanto, realizar a
transformagdo das coordenadas fisicas (x,y) para as coordenadas locais (x,h) deste

elemento.
x = (x- %, )/(% - %) h=(y- v )/(y. - v) (4.5)

onde (x_,y.) e (x,,y,) s, respectivamente, as coordenadas do centro do elemento e do né

inferior esquerdo.

{-1,+1) 4 3 (+l#1)

&

[-1,-13 1 2 (+1.-1)

FIGURA 4.3: Elemento padréo

A Tabela 4.1 apresenta as fungdes de interpolacdo utilizadas para a aproximacdo da
geometria do elemento® (Interpolacdo Bi-linear de Lagrange) e as funcdes de interpolacéo
para a aproximacdo das varidveis primérias, tanto para 0 elemento com doze graus de
liberdade (TCP-12) quanto para o elemento dezesseis graus de liberdade (TCP16).
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TABELA 4.1: Funcdes de interpolacdo do elemento de placa

Funcdes de interpolago para a geometria 1(1+xx,)1+hh,)
Funcdes de interpolacdo paraas variaveis
w  ® 1(xx, +1)(hh, +1)(2+xxi +hh, - x? - hz)
TCP-12 w ® %‘Jllxi(xxi +1)°(ex, - 2)bh, +1)
LTNG 13,,x, (xx; +2)(hh, +1)*(h, - 1)
w @ F 0 +x ) 0x; - 2)h +h, h, - 2)
TCP-16 LG - L 3,x (x +x, ) (xx, - )b +h,)*(h, - 2)
W@ - L 3,0 (x +x, )2 (xx, - 2)bh +h, )’ (hh - 1)
o g £ 3, +x, Vo, - Db -+h, ) on, - 2)

onde x; e h, sfo as coordenadas do n6 i do elemento padréo (ver Figura4.3), J , J,, e J,,

s80, respectivamente, o determinante e os el ementos da matriz jacobiana da transformacao.

éfix  Tyu eﬂy coTys Tys fysué wiu
[J ] _ eﬂX ﬂX ﬂX X X x e Yo (4.6)
A‘ﬂx ‘ﬂyu e‘ﬂyl Tvys Ty; ﬂy4ue>< y;U
G
@'ﬂh Thg &h h  Th 1h ueX4 Y.ii

Como pode ser visto na Tabela 4.1, utiliza-se uma formulacdo subparamétrica, na qual
as funcdes de interpolacdo para a aproximacgao da geometria do elemento sdo de ordem menor
que as fungdes utilizadas para a aproximacdo das varidveis primérias. Assim, através da
integracdo numérica de Gauss-Legendre®®, obtém-se as matrizes de massa e rigidez do

elemento de placa (W ).

_ NG TS ST PO W g
QSD e e Y e 1 M A VK VAT T v

L’d xdy (4.9)

\ € S R L LR
M?=g\elfT5+1 ' —ded
i Qg o il Tlag g ﬂy ﬂX y o y (4.8)
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onde D,, D,, D, e D,, representam arigidez flexional de uma placa ortotropica,

_ ER° D - E,h®
" 12(1' n12n21), ’ 12(1' n12n21)’
—_ n12E2h3 D :iG h3 (49)
1= ’ Xy 12
12(1- nn,,) 12

enquantol, =r h e I, =2 r h® sdo os momentos de inércia de massa.

Conforme mencionado no Capitulo 3, as matrizes globais utilizadas por este
procedimento para a caracterizaco da estrutura sdo obtidas ao compatibilizar os esforgos e
deslocamentos referentes aos graus de liberdade do modelo. A matriz representativa do
amortecimento estrutural pode ser definida pelas Equacdes 3.9, 3.10 e 3.11.

Assim, uma vez obtidas as matrizes caracteristicas do subsistema estrutural, pode-se
representé-lo pela técnica dos grafos de ligacdo o que permitira, como no caso de vigas, seu
acoplamento a outros subsistemas.

A Figura 4.4 apresenta uma placa simplesmente apoiada e submetida a uma carga F(t),

subitamente aplicada no centro da estrutura.

F(t)

wole

€Y (b)
FIGURA 4.4: Placa s mplesmente apoiada submetida a uma carga aplicada subitamente
O grafo de ligacdo e as equacdes de estado obtidos para este modelo fisico (Figura 4.5
e Equacdo 3.17) , sdo idénticos aos apresentados no Capitulo 3. No entanto neste caso as

matrizes de massa [M], flexibilidade [K]™ e amortecimento [B] foram desenvolvidas para o

modelo de placa.
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De posse do modelo de estado, devidamente implementado através de um codigo
computacional, pode-se determinar automaticamente o tipo (TCP-12 ou TCP-16 — Teoria
Cléssica de Placas com doze ou dezesseis graus de liberdade) e o nimero de elementos a
serem utilizados na malha

TABELA 4.2: Frequéncias naturais de uma placa smplesmente apoiada

Nimerode Tipode —w, (w,,) w,Ww,) wiw,) w,(w,)
Elementos  Elemento
4 TCP-12 5034,271
(2 2) TCP-16 6194745

9 TCP-12 5440579 13873,627 14267,546 19304,685
(3’ 3) TCP-16 6426,199 15893,218 15893,218 23482,970

16 TCP-12 5617,030 14325,437 14569,683 20576,437
(4’ 4) TCP-16 6454,765 16095,337 16095,337 25295,681

Solugdo Analitica 6467,181 16167,954 16167,954 25868,726

A Tabela 4.2 apresenta as fregliéncias naturais de uma placa isotrépica com
propriedades: E =206,84GPa, r, =10684kg /m®>, G=79,56GPa, n =03 e dimensies:
a=b=0,1016 meh = 0,00254 m, calculadas para diferentes tipos de malha.



Como ja se esperava, verificase que o elemento TCP-16 converge muito mais
rapidamente para a solucdo exata que o elemento TCP-12, permitindo que se utilize um
modelo com menos elementos e, ainda assim, obtenha-se resultados com boa preciséo. Este
fato o torna mais apropriado para compor a maha que sera utilizada na andlise do
comportamento dindmico da estrutura, uma vez que proporciona menor tempo de
processamento.

Considerando, entdo, uma malha composta por dezesseis elementos do tipo TCP-16, e
gue uma carga de 8,9 N sgja aplicada subitamente no centro da placa, apresenta-se na Figura
4.6 o deslocamento transversal do nd centra no dominio do tempo. As constantes de

amortecimento proporcional (a e b)), foram obtidas através das Equacdes 3.10 e 3.11, para

X; =X, =5%.

0.00E+0 ——

-2.00E-6 —|

Deslocamento (m)
|

-4.00E-6 —|

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
Tempo ()

FIGURA 4.6: Deslocamento transversal do né central da placa

Uma vez que o nd central de placa atinge a posicdo de equilibrio estético, pode-se
comparar este resultado com o deslocamento estético andlitico, obtido® pela da Equacéo 4.9
para uma placa i sotropica quadrada.

2

F,a
W, =-0,01160—2

(4.10)

E
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TABELA 4.3: Comparagao entre os deslocamentos analitico e numérico

Equilibrio Estético do N6 Central (16 elementos TCP-12) - 4502° 10°m
Equilibrio Estético do N6 Central (16 elementos TCP — 16) -3400° 10°m
Deslocamento Estatico Analitico (Wes) - 3433 10°m

Confrontando os resultados apresentados na Tabela 4.3 pode-se, mais uma vez,
verificar amaior eficiéncia do elemento TCP — 16, sendo este, portanto, o elemento adotado
para compor a maha que sera utilizada para representar a estrutura no problema de cargas
moveis.

4.3-PLACA SUBMETIDA A UMA CARGA MOVEL CONSTANTE

A determinacdo da resposta de uma placa sob a acdo de um carregamento mével € de
grande interesse para a engenharia. Seu campo de aplicagcbes envolve o estudo do
comportamento da fuselagem de aeronaves, e andlise da interacdo entre veiculos e estruturas.
Para investigar esta classe de problemas parte-se de um modelo mais smplificado no qual
emprega-se uma carga concentrada movendo-se com velocidade constante ao longo de uma

trgjetoria plana pré-estabel ecida, conforme apresentado na Figura 4.7.

£(t)

Tregjetdria ——
Plan MW
=
7 b
Py LT
TALL Lot T

FIGURA 4.7: Placa simplesmente apoiada submetida a uma carga movel
Devido a caracteristica generalizada da técnica dos grafos de ligacéo, e a versatilidade

do método dos elementos finitos, pode-se representar este sistema utilizando o mesmo grafo
de ligagdo desenvolvido para o modelo de viga Figura 4.8.
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FIGURA 4.8: Grafo de ligacdo de uma estrutura submetida a uma carga mével
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A Equagdo 3.19, aqui repetida, representa o modelo de estado associado ao grafo da
Figura 4.8. Neste caso, € importante lembrar que, assim como as matrizes representativas do
modelo estrutural, o médulo do multitransformador {F} também deve ser obtido
adequadamente para 0 modelo de placa através das fungdes de interpolacdo das variaves,
apresentadas na Tabela 4.1.

Conforme mencionado no Capitulo 3, o multitransformador (M T F) é responsavel
pela representacdo do carregamento nos pontos situados no interior do elemento. Assim,
conhecendo as componentes (V1 e Vy) da velocidade nos eixos X e y, pode-se cacular a
posic¢do do carregamento em qualquer instante (t) e, deste modo, determinar o vetor {F} :

Através do codigo computaciona discutido no Apéndice B, pode-se obter alguns
resultados de simulacdo para este modelo matemético. Na Tabela 4.4, apresenta-se 0 Fator
dindmico de amplificacdo (Fgn) de uma placa isotrOpica simplesmente apoiada, sendo
submetida a uma carga de 8,9 N, com diferentes parametros adimensionais de vel ocidade.

Para esta simulagéo, a placa foi modelada com dezesseis elementos do tipo TCP-16 e
com as mesmas propriedades consideradas no Item 4.2. E importante ressatar, que estas
foram as mesmas propriedades utilizadas na referéncia?. Considerou-se uma trgjetdria
retilinea para a carga, paralela ao lado a da placa, e que passava pelo centro desta estrutura.
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TABELA 4.4: Fator dindmico de amplificagdo (Fin)

T/t Este trabalho Taheri e Ting™
0,125 1,040 1,045
0,250 1,109 1,090
0,500 1,242 1,256
1,000 1,573 1,566
2,000 1,383 1,409

O dedocamento transversal do nd central da placa, associado a cada pardmetro
adimensional de velocidade (T/t ) da Tabela 4.4, é apresentado na Figura 4.9 em fungdo da
posicdo do carregamento. Nesta figura, 0 eixo das ordenadas corresponde a0 deslocamento
dindmico do centro da viga dividido pelo maximo deslocamento estético, enquanto o eixo das

abscissas representa a coordenada adimensional de posi¢éo do carregamento.

2.00

—— 0125
———— 0250
——— 0500
1.00 — \
——— 1,000 \
2,000

0.00 — <<=

Wdin/ West

-1.00 —

-2.00 ‘ ‘ ‘ ‘

0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00

FIGURA 4.9: Dedocamento vertical do centro da placa em funcéo da posicéo da carga
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Confrontando os fatores dindmicos de amplificacdo (Fgn) calculados, com os

resultados obtidos na referéncia'?, verifica-se que a discrepancia méxima entre estes valores
ndo alcanca 2%. Em seu trabalho, Taheri e Ting*? também modelaram a estrutura pelo método
dos elementos finitos, porém as equactes correspondentes aos graus de liberdade de rotacdo
(w/91%, Tw/9ly ) foram resolvidas estaticamente. Outra diferenca observada entre este trabalho
e a referéncia®®, diz respeito ao passo de integracdo utilizado. Enquanto Taheri e Ting™
usaram apenas 25 passos, para 0 mesmo intervalo de tempo neste trabalho foram considerados
de 5.000 a 35.000 passos, dependendo da velocidade do carregamento.

4.4 —PLACA SUBMETIDA A UM OSCILADOR MOVEL

A abordagem do problema de cargas méveis em placas, através de uma metodologia
cléssica, pode representar um grande desafio quando o carregamento moével é proveniente de
um subsistema mecanico, como por exemplo, no modelo fisico ilustrado na Figura 4.10.

A técnica dos grafos de ligagdo supera esta dificuldade pois permite que um sistema
complexo sga dividido em subsistemas mas simples, que podem ser posteriormente
acoplados para a obtencdo do modelo matematico representativo do sistema global.

F(t)l

—
Tragetéria ¢ k
Plana LA
_'_"“\\ MM
. P, b
Py LT
Vo e i

FIGURA 4.10: Placa simplesmente apoiada submetida a um oscilador movel

Mais uma vez, o grafo de ligagdo e as equacles de estado (Figura 4.11 e Equagéo
3.21) utilizados para a representacdo deste sistema, sdo idénticos aos apresentados no
Capitulo 3 para a modelagem da interagdo entre uma viga e um oscilador. Este fato, por si 6,
reitera a versatilidade proporcionada por este procedimento generalizado.
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FIGURA 4.11: Grafo de ligagdo de uma estrutura que interage com um oscilador moével
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A Tabela 4.5 apresenta os Fatores dindmicos de amplificacéo (Fgn) obtidos pela

simulacéo deste modelo de estado, para 0 caso de um oscilador interagindo com uma placa de
aco ssmplesmente apoiada.

TABELA 4.5: Fator dindmico de amplificacdo

T/t Fain

0,125 0,993
0,250 1,075
0,500 1,235
1,000 1,420
2,000 1,017
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Nesta ssimulagéo, foi considerada uma placa de dimensdes: a=b=1m e h=0,001m,
discretizada por uma malha com dezesseis elementos do tipo TCP-16. Para o oscilador, a
massa (m) e a rigidez (k) foram escolhidas, de modo que se obtivesse uma razéo
m/M , =0125e uma freqiiéncia natural (w) de 38,73 rad / s, enquanto sua trajetoria foi
definida a0 longo de uma linha reta, paralela ao lado a da placa, e que passava pelo centro

desta estrutura.
Apresenta-se na Figura 4.12, o deslocamento transversal do n6 central da placa em

funcéo da posicéo do oscilador, relativo a cada parametro adimensiona de velocidade (T/t )
da Tabela 4.5. Destaca-se que a carga sO estd em contato com aplacano intervalo O£ x/a£1,

portanto os deslocamentos em x/a >1 correspondem avibracdo livre da estrutura

2.00

—— 0,125
—F— 0,250

100 — | — %
——— 1,000 /
2,000 /

0.00 — <=

Wdin / West

-1.00 —

-2.00 ‘ ‘ ‘ ‘

0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00
x/a

FIGURA 4.12: Deslocamento vertical do centro da placa em fungdo da posi¢éo do oscilador

Observando os resultados apresentados nas Tabelas 4.4 e 4.5, nota-se que para cada
sistema analisado, existe uma determinada velocidade do carregamento na qual a estrutura
apresenta suas maiores amplitudes de deslocamento. Este comportamento ja era esperado, por

analogia ao modelo de viga.
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A Figura 4.13 mostra a variagao do fator dindmico de amplificacéo (Fgn) em funcdo

da velocidade desenvolvida pelo carregamento, tanto para uma carga constante, quanto para
um oscilador. Através destes resultados pode-se constatar que, para uma carga simples, o
deslocamento dinamico transversal do centro da placa pode chegar a ser 1,575 vezes maior
gue deslocamento estatico maximo (Equacéo 4.10), quando o tempo necessario para a carga

atravessar a placa for igual a0 seu periodo fundamental (T/t =1,0).

1.80

Carga Constante

m/ Mp= 0,125

1.60 —

1.40 —

Fdin

1.20 —

1.00 —

0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00
T/t

FIGURA 4.13: Fator dinamico de amplificagdo para diferentes vel ocidades do carregamento

Outra informacdo relevante que pode ser extraida deste gréfico diz respeito a
influéncia exercida pela massa do subsistema mecanico na resposta da estrutura. Observa-se
gue ao considerar um carregamento proveniente de um subsistema mecanico, a inércia deste
subsistema acarreta um desvio na curva do Fator Dindmico de Amplificago. E interessante
notar que para uma velocidade pré-determinada este desvio causa uma diferenca no
comportamento da estrutura. Considerando, por exemplo, a regido acima da velocidade
critica, verificase as maiores amplitudes de deslocamento ocorrem para 0 modelo com a
carga constante, enquanto que em grande parte da regido abaixo da velocidade critica, as

maiores amplitudes acontecem para 0 modelo com o oscilador.
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Como se verificou no Capitulo 3 (para o caso de uma viga Bernoulli-Euler), de acordo
com a velocidade do carregamento, a placa apresenta uma resposta diferente a0 aumento da
massa do oscilador.

Esta observacdo torna-se mais visivel quando se examina, na Figura 4.14, o

comportamento dinamico da placa, para trés diferentes parémetros de massa (myM ,, ).

0125

0,250

0,500
1.00 —| ,50(

CargaCte

0.00 —

Wdin/ West
Wdin/ West

0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00 0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00
x/a x/a

(@ (b)

FIGURA 4.14: Deslocamento vertical do centro da placa em funcdo da posicao do oscilador
para: (&) T/t =0,5 e(b) T/t =15

Pela Figura 4.14(a) verificase que, caso 0 oscilador estgja se movendo com uma
velocidade abaixo da velocidade critica, o desocamento transversal apresenta suas maiores

amplitudes, para os valores mais elevados de myM . Por outro lado, para velocidades

supercriticas, como pode ser visto na Figura 4.14(b), ocorre justamente o contrério. A medida
gue a massa do oscilador € aumentada, a amplitude do deslocamento da estrutura diminui.

A Figura 4.15 mostra a configuragdo deformada do sistema dinamico completo, em
guatro instantes distintos. Para ressaltar que qualquer trgjetéria pode facilmente ser atribuida
a0 carregamento, nesta simulacdo, foi definida uma trgjetoria retilinea, na qual o oscilador
movia-se sobre uma das diagonais da placa. Através desta figura pode-se observar a interacéo

dinamica entre os dois subsistemas.
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FIGURA 4.15: Configuragéo deformada do sistema em instantes diferentes

Ao observar afigura, pode-se constatar a variagdo do deslocamento vertical de ambos
0s subsistemas (oscilador e estrutura). Estes resultados de ssmulagdo destacam a importancia
de se utilizar um modelo matemético que considere 0 comportamento global do sistema.



CAPITULOS

APLICACOES DO PROBLEMA DE CARGAS MOVEIS—INTERACAO DINAMICA
ENTRE VEICULO E ESTRUTURA

5.1 —-INTRODUCAO

Dentre as aplicacbes do problema de cargas moéveis, a andise da interacdo entre
veiculo e estrutura congtitui um dos maiores desafios enfrentados. As dificuldades estéo na
necessidade de se considerar em um mesmo modelo, subsistemas de natureza distinta,
interagindo entre Si.

Por se tratar de um assunto de grande relevancia para a engenharia, esforcos tem sido
realizados com o intuito de se dar um tratamento matemético mais aprimorado, a fim de que
sistemas mai s sofisticados, e que representem melhor a realidade, possam ser estudados.

Ao unir a eficacia do método dos elementos finitos na representacdo de modelos
estruturais, a versatilidade e modularidade da técnica dos grafos de ligacdo, o procedimento
proposto por Da Silva™ permite incorporar a modelo estruturas com as mais diversas
condicBes de contorno e veiculos com diferentes graus de compl exidade.

Apresenta-se a seguir os modelos desenvolvidos especificamente, para duas aplicacOes
do problema de interacdo veiculo — estrutura. Ressalta-se, através destes modelos, as
vantagens de se utilizar um procedimento generalizado e modular na representacdo de um
sistema mais complexo.

S80 apresentados aguns resultados de simulacdo obtidos a partir do codigo
computaciona discutido no Apéndice B. Ainda que a intencdo sgja de apenas apresentar o
modelo 0 matemético, as propriedades dos subsistemas utilizadas nas simulagdes, basearam-

se em valores disponiveis na literatura.
52-1 NTERA(;AO TREM — FERROVIA
O fendbmeno da interacdo entre trens e ferrovias possui uma série de questes que

ainda nd foram resolvidas. Um dos principais problemas encontrados consiste na

deterioracdo dos trilhos devido a passagem de vagdes de trens. Portanto, a melhor
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compreensdo do comportamento dinamico deste sistema (ver Figura 5.1), pode significar uma
reducdo nos custos de manutencdo de umaferrovia.

FIGURA 5.1: Trem movendo-se sobre umaferrovia

Para representar corretamente este sistema dinamico € de extrema importancia que sgja
considerada a influéncia do terreno no qual os trilhos estejam apoiados. Como pode ser
observado na Figura 5.2, 0 modelo fisico proposto consiste em um sistema massa — mola —
amortecedor, deslocando-se com uma velocidade constante, sobre uma viga simplesmente
apoiada em uma fundagdo elastica

A fundacdo elastica, utilizada para representar o terreno, foi modelada como sendo

uma série de molas (k, ) e amortecedores (c, ) linearmente distribuidos a0 longo de toda o

comprimento daviga.

v
T v
c| k
-
1 S EEE LR A

FIGURA 5.2: Modelo fisico do sistema

Deste modo, as matrizes caracteristicas deste modelo estrutural, podem ser obtidas

através da simples adicéo das matrizes do elemento de viga Bernoulli-Euler (K e Bj), com

as matrizes relativas a fundagdo elastica (K, e B ).
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e — v f
Ky =Kj +K;

e — v f
By =Bj + B,
onde,
K' = Qf ok, f cdx

1

B = ée*lf fc,f fdx

j

~

Asfungdes de interpolacdo f © sdo apresentadas nas Equagdes 3.3, 3.4, 3.5 e 3.6.

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)

Destaca-se que, como ndo existe nenhum efeito inercia associado a fundacdo eléstica,

a matriz elementar de massa permanece idéntica a matriz de massa do elemento de viga

Bernoulli-Euler.

Assim, definidas as matrizes de massa [M], de rigidez [K] e de amortecimento [B] do

subsistema estrutural, pode-se representé-lo através da técnica dos grafos de ligagdo, o que

possibilita seu acoplamento ao subsistema massa — mola — amortecedor, responsavel pela

modelagem da dinémica vertical do vagdo de um trem. Entdo, através dos procedimentos da

técnica dos grafos de ligagéo, apresentados no Apéndice A, obtém-se o grafo de ligacéo e o

modelo de estado (Figura 5.3 e Equacdo 3.21), propostos para representar a interacdo entre

estes dois subsistemas.

I

1 |
1 |
| |
| |
| |
| 4 |
| |
| |
| |
| |

LESTRUTORA J

FIGURA 5.3: Grafo de ligagcdo de uma estrutura que interage com um oscilador mével
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Finalmente, para apresentar aguns resultados de simulacdo, que ilustrem o
comportamento do trilho e do vagéo interagindo entre si, considerou-se um sistema com as
seguintes propriedades. (1) Trilho de ago de 500 m, com uma se¢do reta de 10 cm de largura

por 10 cm de atura e x, =x, =5%; (2) Fundagéo elastica com rigidez k, =4" 10’ N/m?’ e
amortecimento ¢, =15" 10*°N.¢m% (3) Vagdo com m=40.000kg, k=6" 10" N/m e
c=4"10° N.gm.

A Figura 5.4 mostra o deslocamento dindmico do trilho modelado com 20 elementos,
submetido a um vagéo com velocidade constante de 50 m/s.

2.00E-4 6.56E-3
6.55E-3 —|
0.00E+0 —
-
E B
~ = 6.54E-3 —|
8 o
c
% i E
s 3
@ B 6533
& a
-2.00E-4 —|
6.52E-3 —|
-4.00E-4 ‘ ‘ ‘ ‘ 6.51E-3 ‘ ‘ ‘ ‘
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00 0.00 200 4.00 6.00 8.00 10.00
Tempo (9 Tempo (s)

FIGURA 5.4: Deslocamento vertical: (a) do trilhoem x=L/2 e (b) do vagédo

Devido arigidez e ao amortecimento da fundagdo €elastica, observase que os maiores
deslocamentos do trilho ocorrem no ponto de contato com o vagéo.

58



5.3—INTERACAO CARRO — PONTE

A técnica dos grafos de ligacdo tem se mostrado eficaz na solugdo de sistemas que
envolvam solicitagbes dindmicas, inclusive quando ha interagdo entre subsistemas com
elevado grau de complexidade. Assim, esta técnica torna-se perfeitamente aplicavel a

modelagem da interacéo entre um veiculo e uma ponte, como apresentado na Figura 5.5.

(b)
FIGURA 5.5: Modelo fisico dos subsistemas: (a) estrutura e (b) veiculo

O modelo fisico proposto para representar este sistema consiste de um veiculo,

modelado com sete graus de liberdade, que trafega sobre uma ponte (placa apoiada por dois
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lados opostos), discretizada pelo método dos elementos finitos e representada pela técnica dos
grafos de ligacdo, conforme realizado no Capitulo 4.

Devido a modularidade da técnica de modelagem utilizada, o0 modelo dindmico global
pode ser obtido através do acoplamento dos grafos desenvolvidos, isoladamente, para cada
subsistema. Deste modo, o grafo multiligacdo representativo do sistema completo €

apresentado na Figura 5.6.

[Kel: C

1
, 19
VEICULO _l/

FIGURA 5.6: Grafo multiligacdo de uma estrutura que interage com um veiculo
A partir deste grafo, pode-se determinar as equacOes de estado do modelo, aqui

escritas na sua forma matricial (Equactes 2.10 e 2.11), em funcdo das varidveis de estado (X)
e do vetor de entradas (U).

X = AX + BU (2.10)
Y =CX + DU (2.11)
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Neste caso, os vetores X, U e Y, e as matrizes A, B, C e D, presentes no modelo de

estado, podem ser expressos por:

X=[p, P, Ps U5 G Gl (55)

U=[e, & (5.6)

vy =[f,] (5.7)
e (el FIsJrT M o Fle o oK o [l
é 0 - [NIBINI" M, ] [N]Bs]M ]! o [Nk o
a=S  [BIFIM]” BJINM T - (Be]+[Bo]IMe]* 0 -k K] G

e [M]* 0 0 0 0 o ¢ (58)
- N, M o o o ¢
8 [F]"[M]* 0 Me]* 0 0 0 g

®& 0 ] 0 o ol (59)
c=lo M,]* 0 0 0 0 (5.10)
D =[0] (5.11)

onde [N] e [F] sd0 os modul os dos transformadores, expressos por:

(i:-l 1 1 1 u
INJ=gs -d, 0y -dyy [FlI=l{rL {F}. {F}, {FLI 12
@11 dl 'dz 'd2H

Os elementos {F}n da matriz [F] , S30 0S vetores responsaveis pela representacéo de
cada roda do veiculo, nos pontos de contato situados no interior do elemento de placa. Estes
vetores sdo definidos, a cada instante de tempo, a partir das fungbes de interpolagéo,
apresentadas na Tabela 4.1.

Destaca-se, que para modelar o veiculo, foram adotadas algumas propriedades
caracteristicas da area de dindmica veicular e foram extraidas da bibliografia disponivel. A

matriz [M V] , por exemplo, contém as inércias referentes ao deslocamento vertical (m) e aos

deslocamentos angulares (I« e ly) do veiculo, ao passo que a matriz [M R] , representa a massa

de cada roda®®.
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Procurando simular o comportamento dindmico deste sistema, considerou-se um

veiculo trafegando com uma velocidade constante de 20 m/s, sobre uma ponte representada

por uma placa apoiada por dois lados opostos (ver Figura 5.7). As propriedades de cada

subsistema so apresentadas na Tabela 5.1.

FIGURA 5.7: Trgjetéria do veiculo durante a simulagéo
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TABELA 5.1: Propriedades do sistema

Veiculo Placa

m = 1100 kg 16 elementos TCP-16
| = 700 kg.m? a=4m

l, = 1.800 kg.m? b=10m
K!=KZ=10.000N/m h=01m
K2=KZ=9.000N/m d=240m

B! = B2 =500N.¢/m E =24 GPa

B =B? =450N.gm G=10GPa

K, =200.000N/m ry = 2.300 kg/m®
B, =50 N.¥m n=0,15
d=1m X, =X, =5%

dz = 1,8 m

d3 =14m

Deste modo, através dos resultados de simulacdo, pode-se mostrar a interacdo

dindmica entre os dois subsistemas, e verificar ainfluéncia que um exerce sobre o outro.

A Figura 5.8, por exemplo, mostra o deslocamento vertical no dominio do tempo, do

ponto central da ponte.

0.04

0.02 —

0.00

Deslocamento (m)

-0.02 —|

-0.04 ‘

0.00 5.00

10.00

15.00 20.00 25.00

Tempo (s)

FIGURA 5.8: Deslocamento vertical daponteem x=a/2 e y=b/2
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Para o veiculo, apresenta-se na Figura 5.9, as velocidades relacionadas ao movimento

vertical (Bounce).

1.00 —

0.00 —

Velocidade (m/s)

-1.00 —|

0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00
Tempo ()

FIGURA 5.9: Velocidades relacionadas a0 movimento vertical do veiculo (d )

Por fim, as velocidades relacionadas aos movimentos angulares em y e x, (Pitch e Rall,

respectivamente), séo apresentadas na Figura 5.10.

0.40 6.0E-3
4.0E-3 —|
0.20 —
Q E @
g E 2.0E-3 —|
= =
B B
0.00 — -
S S
3 3
o o) 0.0E+0
> E >
-0.20 —
-2.0E-3 —
-0.40 ‘ ‘ ‘ ‘ -4.0E-3 ‘ ‘ ‘ ‘
0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00 0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00
Tempo (s) Tempo (s)

FIGURA 5.10: Velocidades dos movimentos angulares do veiculo: (a) d, e (b) d,
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Ressalta-se que outros resultados, podem facilmente ser obtidos através do codigo
computacional desenvolvido.

Para o veiculo, por exemplo, pode-se avaliar a variagdo dos esforcos, das aceleracdes,
das velocidades e dos deslocamentos, relativos a cada um de seus componentes (molas,
amortecedores e inércias). Estes resultados podem ser de grande vdia para a andlise da
dindmicaveicular e do conforto do passageiro.

Para a estrutura, aém dos deslocamentos associados a cada grau de liberdade, poderia
se explorar os esforgos, as deformagdes e as tensdes atuantes.
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CAPITULO 6
CONCLUSOESE SUGESTOES

O recente aumento do nimero de trabahos publicados por pesquisadores, de diversas
areas da engenharia, sobre o problema de cargas méveis, demonstra a grande relevancia desta
classe de problemas, e a necessidade da obtencdo de modelos mateméticos que permitam a
representacdo de sistemas com diferentes niveis de complexidade.

Através de uma formulacdo simples, porém eficaz, abordou-se no Capitulo 2, a
modelagem da interacdo entre estruturas e subsistemas mecanicos em movimento, para 0s
casos em que se conhega a solugcdo homogénea da equacéo diferencial parcial de governo.
Ainda que esta metodologia tenha proporcionado bons resultados a um baixo custo
computacional, sua utilizacdo € limitada a subsistemas estruturais com condi¢des de contorno
smples, que possibilitem a determinacéo analitica de seus modos de vibrar e freqiéncias
naturais.

Estas dificuldades foram superadas com a utilizagdo do procedimento proposto por Da
Silva®®. Por empregar o conceito de campos multiportas, este procedimento permite que as
matrizes de massa, de rigidez e de amortecimento, oriundas do método dos elementos finitos,
sgjam utilizadas para a caracterizacdo do subsistema estrutural. Assim, a0 unir as vantagens
do método dos elementos finitos, a versatilidade e modularidade da técnica dos grafos de
ligacdo, diversos modelos estruturais, interagindo com subsistemas mecanicos que apresentem
diferentes graus de complexidade podem ser estudados .

Uma andlise do comportamento dindmico de uma viga submetida a um carregamento
mével, utilizando o procedimento proposto por Da Silva®®, foi apresentada no Capitulo 3.
Verificou-se, através dos resultados obtidos, que o comportamento do sistema esta
diretamente relacionado com a velocidade desenvolvida pelo carregamento, identificando,
inclusive, a presenca de uma velocidade critica, para a qual o subsistema estrutural apresenta
suas maiores amplitudes de deslocamento.

Para uma carga simples, movendo-se a uma velocidade constante sobre uma viga
biapoiada, 0 deslocamento dindmico méximo foi identificado como sendo 73,5% maior que o

deslocamento estético maximo (Fgn = 1,735), e ocorria quando o tempo que a carga levava

para atravessar aviga era 0,81 vezes o periodo fundamenta (T /t = 1,234).
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Considerando que o carregamento atuante tenha sido proveniente de um subsistema
massa-mola-amortecedor, investigou-se a influéncia que a massa do subsistema exerce sobre
a resposta da estrutura. Deste modo, foi constatado que para velocidades subcriticas, o
aumento da massa do oscilador proporciona uma maior amplitude no deslocamento dinamico
daviga, ao passo que para velocidades supercriticas, ocorre justamente o contrario.

Verificou-se, também, que o carregamento sO deve ser aproximado por uma carga
smples, quando a massa do subsistema for desprezivel, se comparada com a massa da
estrutura. Portanto, para a andlise da interacdo entre estruturas e veiculos pesados, a dindmica
veicular precisa ser considerada

No Capitulo 4, foi abordada a andlise dindmica do problema de cargas méveis em
placas. Como ja era esperado, por analogia a0 modelo de viga, pbde-se observar que o
deslocamento dindmico transversal de uma placa smplesmente apoiada, sujeita a uma carga
simples, deslocando-se com uma velocidade constante, em uma trgjetéria paralela a um de
seus lados, pode chegar a ser 1,575 vezes maior que deslocamento estético méximo, quando o
tempo necessario para a carga atravessar a placa for igua a0 seu periodo fundamental
(Tt =10).

Discutiu-se, também, a utilizacdo de elementos de placa com doze e dezesseis graus de
liberdade, para a construcéo da malha. Destaca-se que o elemento TCP-16 proporciona uma
convergéncia muito mais rapida para a solucéo exata que o elemento TCP-12, permitindo que
se obtenha uma boa precisdo com poucos elementos. Esta caracteristica, particularmente, o
torna mais apropriado para a andlise do comportamento dindmico da placa, pois com um
menor nimero de elementos consegue-se uma reducdo no tempo de processamento.

E importante lembrar que os resultados mostrados no Capitulo 5 sfo de caréter
académico, e foram apresentados apenas para ressaltar as inUmeras possibilidades
proporcionadas por este procedimento de modelagem.

Isto ndo impede, porém, que sgjam extraidos outros resultados do modelo matematico,
inclusive considerando dados mais realisticos para 0 modelo. Uma investigacdo interessante, e
gue merece uma maior atencdo, € a andise das velocidades criticas do veiculo, tanto sob o
ponto de vista estrutural (conforme realizado nos Capitulos 3 e 4), quanto em relagdo ao
conforto do passageiro.

No que diz respeito ao desenvolvimento de futuros trabalhos, destaca-se aimportancia
de se considerar, 0 efeito do cisahamento e da inércia rotacional, através das teorias de

Timoshenko e Mindlin, para os casos de vigas e placas espessas, ndo considerados neste
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trabalho. Seria interessante, também, comparar as velocidades criticas obtidas através destas
duas teorias, com os resultados apresentados neste trabal ho.

Devido a caracteristica multidisciplinar e modular da técnica dos grafos de ligacéo,
pode-se, através deste procedimento, construir um modelo no qual esteja presente um sistema
de controle, que possibilite a reducdo das amplitudes criticas de deslocamento da estrutura.

Outra importante contribuicdo, seria a utilizacdo de um critério de reducéo de ordem
para 0 modelo estrutural, 0 que permitiria uma diminuicdo significativa no tempo de
processamento.
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APENDICE A
GRAFOSDE LIGACAO

A técnica dos grafos de ligacdo tem se mostrado uma excelente opcéo para a
modelagem de sistemas dinamicos complexos e que envolvam, inclusive, subsistemas de
natureza fisica distinta, interagindo entre si. Devido sua caracteristica modular, esta técnica
permite que o grafo representativo do sistema completo, seja obtido a partir do acoplamento
dos grafos de cada subsistema, desenvolvidos separadamente.

A esséncia desta técnica consiste na transferéncia de poténcia, através dos
componentes de um determinado sistema. A poténcia instantanea, fluindo de um componente

para o outro, através das ligacfes do grafo, pode ser expressa por:

P(t) = &(t) f(0) (A.D)

onde e e f representam o esforgo e o fluxo associados a um dado elemento, e sdo conhecidos
como variavels de poténcia.

Além das varidvels de poténcia, a quantidade de movimento p e o deslocamento g, ou
varidveis de energia, representam um importante papel na descricdo do comportamento

dindmico de um sistema fisico.

p(t) = celt) ot (A2

qt) = of (t) ot (A3)

A Tabela A.1 apresenta as varidvels de poténcia e energia para aguns dominios
fisicos™, que jativeram sua representacdo através da técnica dos grafos de ligacéo.

O fluxo de poténcia entre dois subsistemas ou componentes de um sistema dinamico
pode ser representado graficamente por uma meia seta. A presenca de uma barra vertical
(barra causal) em uma das extremidades da meia seta, indica o sentido atribuido a variavel de

esforco.
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TABELA A.1: Dominio fisico e varidveis de poténcia e energia

Dominio Fluxo Qtd. de Movimento Deslocamento
Fisico f p q
Mecénico Velocidade Qtd. de Movimento Posicéo
Translagdo (m/s) (N.g) (m)
Mecénico Velocidade Angular  Qtd. de Movimento Angulo
Rotacéo (rad/s) (N.s.m) (rad)
Elétrico Corrente Enlace de Fluxo Carga
(A) (V.s) ©
Hidraulico Vazdo Volumétrica  Qtd. de Movimento Volume
(m¥/s) de Pressio (m®)
(Pas)
Termodindmico Temperatura Fluxo de Entropia Entropia
(W/IK) e (IJK)
Magnético ForcaMagnética  Derivada do Campo Densid. do Campo
(Wbls) e (Wb)
Difusio Potencial Quimico Fluxo Molar Quantidade
(molefs) e (mole)
Reacdo Quimica Taxa de Reacdo Avango
(molefs) e (mole)
—

SISTEMA C | ——\ [SISTEMA D
J

FIGURA A.1: Representacdo do sentido da poténcia e da entrada e saida de esforgo e fluxo

Na Figura A.1, por exemplo, verifica-se que em ambos 0s casos, 0 sentido positivo da

poténcia € definido como sendo da esquerda para a direita — poténcia fluindo de A paraB, e

de C para D. Porém, enquanto no primeiro caso A cede esforco e recebe fluxo de B, no

segundo, C cede fluxo e recebe esforgo de D.

A técnica dos grafos de ligacdo possui alguns elementos bésicos a partir dos quais

pode-se representar fisicamente um sSistema dinamico. Estes elementos sdo versdes

mateméti cas idealizadas de componentes reais.

Os elementos de uma porta sdo aqueles em que a poténcia flui através de uma Unica

ligacéo. As fontes ideais de esforco e fluxo (S e S) séo os elementos de uma porta que
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fornecem energia ilimitada ao sistema. A inércia (l) e o capacitor (C) sG0 0s responsaves
pelo armazenamento de energia, associados, respectivamente, a quantidade de movimento (p)
e ao deslocamento (q). E, finamente, o resistor (R) € o elemento de uma porta que dissipa
energia do sistema.

Os elementos de duas portas, transformador (TF) e girador (GY), tém a funcéo de
compatibilizar as variaveis de poténcia, no acoplamento entre subsistemas de natureza fisica
distinta ou ndo. Estes elementos sdo conservadores de poténcia, ou seja, a poténcia que entra é
igual aquesal.

Destacase que quando os moédulos dos transformadores e dos giradores,
respectivamente m e r, ndo sdo constantes, estes elementos passam a ser chamados de
transformador modulado (MTF) e girador modulado (MGY). E importante lembrar que
mesmo que 0 modulo segja varidvel, estes elementos de duas portas conservam poténcia, da
mesma forma que seus correspondentes com madulo constante (TF e GY).

Para representar as condicBes de equilibrio e compatibilidade cinemética em um
sistema, define-se os elementos de trés ou mais portas, conhecidos por jungdes. Existem dois
tipos de juncdo: a de esforgo comum (ou juncao 0), e ade fluxo comum (ou juncdo 1).

A Tabela A.2 apresenta os nove elementos bésicos da técnica e suas atribuicdes de
poténcia e causalidade®.

Todos os elementos agui apresentados foram desenvolvidos para representar sistemas
de parametros concentrados, e consideraram apenas relactes escalares para 0s elementos do
grafo.

Entretanto, para a modelagem de sistemas representados por um nimero elevado de
componentes, como no caso de modelos estruturais com muitos graus de liberdade, necessita-
se de uma notacdo que ofereca uma forma mais compacta de representacdo. O grafo
multiligagdo atende esta necessidade pois esta associado a grandezas vetoriais e utiliza o
conceito de campos multiportas. A representacdo gréfica de uma multiligagdo € mostrada na
FiguraA.2.

FIGURA A.2: Representagdo de uma multiligagdo
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TABELA A.2: Elementos béasicos da técnica dos grafos de ligacdo

Elemento Representacéo Causal Relacdo Causal
Fonte de Esforco S —= eft) = E(t)
Fonte de Fluxo S — f(t)=F(t)

R =] e=F .(f)

Resistor R = f=F(e)

C = e=F Z(of dt)
Capacitor o ¢ = g Fc(e)
d
I f =F *{ce ct)
Inércia
g e=9F (1)
2 e,
f,=mxf
Transformador | TF | e, =e/m
f,=f,/m
Gy 2 I e =rx,
e =rx,
1/
Girador IGF:I 2 fo=e,/r
f,=e/r
|0 =2 e, =g
Juncéo 0 3£ & =€
f+f,+f,=0
1} 2 fz = f1
Juncéo 1

B—F fs = f1

e +e +e=0

A poténcia instantanea que flui através de uma multiligacdo € obtida a partir do

produto escalar do vetor esforco pelo vetor fluxo.

P(t)=e"
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Toda multiligacdo esta associada a um pardmetro n que determina 0 nimero de
elementos do vetor esforco e do vetor fluxo.

Os campos multiportas I, © e R, sdo generaizacOes dos elementos escalares
armazenadores (I e C) e dissipadores (R) de energia, expressos através de grandezas

matriciais. Estas e outras estruturas multiligacdo sdo apresentadas na Tabela A.3

TABELA A.3: Elementos Multiligagcéo

Elemento Generalizado Representacdo
Fonte de Esforgo B ——
Fonte de Fluxo Sy —
Campo Resistivo R =——
Campo Capacitivo  =—
Campo Inercial [ =
Transformador TF
Girador = GY —=
s 0 <
Juncdo Vetoria de h\
Esforco Comum
—_— ] =
Juncdo Vetoria de “

Fluxo Comum

O modelo matematico obtido a partir da técnica dos grafos de ligagdo pode ser escrito

na forma de um sistema de equactes diferenciais de primeira ordem dado por:

1 X = AX +BU A
| .

iY=CX +DU (A-5)
onde X € o vetor de variaveis de estado, U € o vetor de variaveis de entrada, Y € o vetor de
varidveis de saida e A, B, C e D sd0 matrizes com os coeficientes representativos das

propriedades fisicas do sistema.
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Define-se como variavel de estado as quantidades de movimento (p) das inércias e 0s
deslocamentos (q) dos capacitores.

Entdo, a determinacdo do modelo de estado (Equacdo A.5), dase através da
manipulacdo matemética das equagBes constitutivas de cada elemento, e das equacdes
oriundas das juncdes.

Parailustrar o processo de obtencdo do modelo de estado representativo de um sistema
dindmico, considere o grafo multiligagdo apresentado na Figura A.3.

________ Se:F
| IJ,L |
|
:[M]][}'2 1 =R (8] |

|
| 3'[[ .
| |
: ﬂj:[K]1 :
| |
 ESTRUTURA ]

FIGURA A.3: Grafo multiligagdo de uma estrutura submetida a uma fonte de esforco

- Equagbes Constitutivas

fz :[M]-lpz (A.6)
e, =[K]>a, (A7)
e, 2[RI, (.9

- Equagbes oriundas da juncéo 1
f, =f, (A.9)
dq; =f; =f, (A.10)
f, =f, (A.11)
P, =€, =€ -€-¢, (A.12)
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Assim, substituindo as equacbes constitutivas nas equagbes oriundas da juncéo 1,

obtém-se:

p,=6€,=¢€ -¢€e;-¢€,

b, =e - [K]xa, - [R]4,
p, =e - [K]xa, - [R]#,
p, =€, - [K]xa, - [RIM]*p,
p, =-[R[M] *p, - [K]xq, +e,

q, =f; =f,

ds :[M]-lpz

E, finalmente, naforma matricial do model o de estado:
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(A.17)
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APENDICE B

CODIGO COMPUTACIONAL

Um codigo computacional foi desenvolvido em FORTRAN 90, para a smulagdo dos
model os de estado apresentados nos Capitulos 3, 4 e 5 desta dissertacdo. Com o objetivo de
ser 0 mais genérico possivel, este codigo foi implementado de forma que, tanto as
propriedades da estrutura, quanto as propriedades do carregamento, pudessem ser definidas
durante a fase de simulacdo para sistemas fisicos que apresentem diferentes configuracdes.

Assim, a primeira etapa deste cddigo consiste na discretizacdo do subsistema
estrutural, através do método dos elementos finitos. Esta etapa baseia-se nos procedimentos
basicos do método, para a geracdo automdtica das matrizes de massa, de rigidez e de
amortecimento, caracteristicas da estrutura. Cabe ao usuario, apenas a escolha do tipo de
elemento (viga Bernoulli-Euler, placa TCP-12 ou placa TCP-16) e do niUmero de elementos
necessarios para a composicdo da maha, assm como a definicdo das propriedades da
geometria e do material, e a atribuicéo das condic¢des de contorno.

Destaca-se que as matrizes elementares, relativas a0 modelo de viga foram
desenvolvidas analiticamente, a0 passo que as matrizes do modelo de placa sdo obtidas, a
cada simulagdo, através de uma integracdo numérica de Gauss-Legendre®”®. Para esta
integragdo numeérica, emprega-se uma formulacdo subparamétrica na qual as fungdes de
interpolacdo para a aproximagdo da geometria do elemento sdo de ordem menor que as
funcgdes utilizadas para a aproximacao das variaveis primarias.

Em uma segunda etapa, define-se o tipo de carregamento atuante (carga simples,
oscilador ou veiculo completo) e suas propriedades mecéanicas. Pode-se, ainda, determinar o
tipo de movimento (uniforme ou uniformemente variado) e a trgjetoria percorrida.

A terceira etapa deste codigo € responsavel pelaintegracdo das equagdes de estado do
modelo matemético. Para a solucdo destas equacBes diferenciais utiliza-se os recursos da sub-
rotina DIVPAG do IMSL. Esta sub-rotina emprega método de Gear ou BDF (Backward
Differentiation Formulas), que é apropriado para a integracdo de um sistema de equactes
rigidas, como este.

A cada passo de integracdo (DT) sdo definidos os médulos dos multitransformadores,
responséveis pelo posicionamento do carregamento no interior da estrutura, e sdo arquivadas
as variaveis de estado e de saida requisitadas pelo usuério.
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Todas a simulagbes foram executadas em computador equipado com processador
Pentium 1l de 333 MHz, com uma memaria do tipo RAM de 64 MB. Os passos de integracéo
adotados, variaram de 10 a 10" segundos, de acordo com a velocidade do carregamento.

O tempo de processamento necessario esta diretamente relacionado com o nimero de
graus de liberdade do modelo estrutural e o tempo de smulagdo (Trna) requisitado. Os
resultados apresentados neste trabalho, consumiram em média, um tempo de processamento
de vinte minutos para 0 modelo de viga, e quatro horas para 0 modelo de placa.

Apresenta-se na Figura B.1, um fluxograma simplificado, apenas para ilustrar as
principais etapas do codigo computaciona desenvolvido.
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INICIO

DEFINE PROPRIDADES
ESTRUTURAIS

Geometria, Malha,

M aterial a Condiriec

'

CALCULA AS
MATRIZES DO MEF

DEFINE
CARREGAMENTO

Tinn Pranriedardec

'

T- T+DT ¢

I

SUB-ROTINA [—P] MODELO
DIVPAG DE ESTADO

I

VARIAVEIS DE ESTADO,
VARIAVEIS DE SAIDA

FALSO

VERDADEIRO

FIM

FIGURA B.1: Fluxograma
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